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Przedmowa

Niniejszy podrecznik jest przeznaczony przede wszystkim dla stu-
dentéw studiéw dziennych i zaocznych kierunkéw humanistycznych, cho-
ciaz z uwagi na uniwersalny charakter przekazanej w niej podstawowej
wiedzy teoretycznej moze by¢ z powodzeniem wykorzystywany rowniez przez
studentéw innych kierunkdw.

Wychodzac z zalozenia, ze studentom tego typu kierunkéw opano-
wanie przedmiotoéw ilosciowych, do jakich nalezy statystyka, moze sprawiac
pewne trudnosci Autor — Kierujac sie sentencja sformutowana przez Einste-
ina: ,wszystko nalezy robic tak prosto, jak to jest mozliwe, ale nie prosciej”,
podjat prébe przekazania wiedzy z tego zakresu w mozliwie przystepnej
formie unikajac nadmiernego jej ,zmatematyzowania”. Kazdy z rozdziatéw
zawiera wiec jedynie minimum teorii niezbednej dla wyjasnienia omawia-
nych zagadnien, a dla utatwienia ich zrozumienia zamieszczono przyktado-
we zadania wraz z rozwigzaniami.

Tres¢ podrecznika zawiera sie w pieciu rozdziatach. W rozdziale
pierwszym omowiono podstawowe pojecia statystyczne oraz przedstawiono
procedure programowania badania statystycznego, w szczegolnosci badania
ankietowego. W rozdziale drugim dokonano prezentacji metod opisu staty-
stycznego. Omoéwiono i zilustrowano przykladami zasady wykorzystania
metody tabelarycznej i graficznej. Zasadnicza czes¢ tego rozdziatu poswie-
cono opisowi parametrycznemu wskazujac na role i mozliwosci wykorzysta-
nia poszczeg6lnych grup parametréw i momentéw statystycznych w tym
opisie. Rozdziat trzeci zawiera podstawowe metody analizy wspotzaleznosci
zmiennych i mierniki w tym zakresie wykorzystywane. W rozdziale czwar-
tym oméwiono metody analizy dynamiki zjawisk ze szczeg6lnym uwzgled-
nieniem metod indeksowych, analizy tendencji rozwojowej oraz analizy se-
zonowosci. Rozdziat piaty poswiecono metodom wnioskowania statystycz-
nego. Dokonano w nim prezentacji procedur szacowania podstawowych pa-
rametrow statystycznych dla populacji generalnej oraz testowania hipotez
statystycznych, zaréwno parametrycznych jak i nieparametrycznych.

W koncowej czesci publikacji zamieszczono tablice wybranych roz-
ktadéw teoretycznych wykorzystywane w procedurach wnioskowania staty-
stycznego oraz zestawienie podstawowych wzoréw statystycznych.

Autor zdaje sobie sprawe z mankamentéw tej publikacji i bedzie
wdzieczny za uwagi, ktore pozwola na jej udoskonalenie.

Zygmunt Bobowski
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Rozdziat |

Przedmiot 1 podstawowe pojecia
statystyki

W literaturze wyroznia sie kilka znaczen terminu ,statystyka”, chociaz

jego pierwotne znaczenie wywodzi sie od wyrazu ,,status”, czyli paristwo, co
pozwalatoby okresli¢ ja mianem ,parnstwoznawstwa”, tj. nauka zajmujaca
sie opisem proceséw zachodzacych w panstwie. Wsréd spotykanych wspoét-
czesnie znaczen tego terminu nalezy wyréznic:

a)

b)

c)

d)

statystyke jako zbiér danych; w tym znaczeniu moze byé ona utozsa-
miana z rocznikiem statystycznym (np. Rocznik Statystyczny Woj. Dol-
noslaskiego),

statystyke jako proces gromadzenia informacji (czynnosciowe znaczenie
tego terminu); potocznie o osobach zatrudnionych w firmach, instytu-
cjach zajmujacych sie przygotowywaniem wszelkiego rodzaju sprawoz-
dan, w tym obligatoryjnych przekazywanych urzedom statystycznym
mozna powiedzieé, iz zajmuja sie ,statystyka” tego podmiotu,

statystyke jako parametr statystyczny, czyli liczbe syntetycznie opisuja-
ca badang zbiorowos¢ (np. srednia arytmetyczna jako bardzo czesto
uzywana podstawowa ,statystyka” badanej zbiorowosci),

statystyke jako nauke zajmujqgcqg sie badaniem proceséw, zjawisk ma-
sowych i opisujgca je najczesciej za pomoca liczb w celu ustalenia pra-
widtowosci charakteryzujgcych ich ksztattowanie sie. Takie znaczenie
statystyce przypisat m. in. O. Lange, wedtug ktérego;

....Statystyka jest dyscypling traktujaca o metodach ilosciowych bada-
nia zjawisk masowych”.

Procedura badania zjawisk masowych, w tym gromadzenia danych

i ustalania prawidtowosci, okreslana jest mianem badania statystycznego.
Obejmuje ono najczesciej nastepujace trzy etapy:

I) programowanie badania statystycznego, ktére ma charakter etapu przy-
gotowujacego wiasciwe badanie. Etap ten obejmuje nastepujace czynnosci
okreslajace:
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¢+ problem badawczy, czyli sformutowanie celu badania,

¢ zakres rzeczowy badania, czyli sprecyzowanie jednostki i zbiorowosci
statystycznej w proponowanym badaniu,

+ zakres czasowy badania, czyli przyjecie momentu czasowego badz prze-
dziatu czasowego dla badania,

¢ zakres przestrzenny badania, czyli sprecyzowanie obszaru, z ktdrego
wywodzi sie badana zbiorowosé,

¢ cechy statystyczne, ze wzgledu na ktore bedzie dokonana charaktery-
styka zbiorowosci badz zjawiska,

¢ metode badania zbiorowosci badz zjawiska, czyli wybor jednej z dwdéch
metod, tj. badania catkowitego lub czesciowego,

¢ sposob gromadzenia informacji gwarantujacy uzyskanie danych o naj-
wyzszym stopniu wiarygodnosci,

¢ tres¢ formularza badawczego; czynnosé szczego6lnie istotna w przypadku
badan ankietowych.

Il) gromadzenie danych, tj. etap o zasadniczym znaczeniu, bowiem ,jakos¢”

zebranych informacji decyduje o ,jakosci” i prawidlowosci formutowanych

w dalszej czesci badania wnioskéw. Proces gromadzenia informacji winien

by¢ zakonczony kontrola kompletnosci zgromadzonego materiatu jak réw-

niez jego kontrola merytoryczna,

111) opis statystyczny, w ramach ktérego odbywa sie opracowywanie i anali-

za zgromadzonego materiatu statystycznego przy wykorzystaniu réznorod-

nych metod opisu statystycznego w celu ustalenia okreslonych prawidtowo-

Sci. Ze wzgledu na jego posta¢ wyroéznia sie opis: tabelaryczny, graficzny

i parametryczny, zas z uwagi na jego cel: opis struktury zbiorowosci, opis

wspotzaleznosci wybranych cech, opis dynamiki badanego zjawiska.

Wymienione wyzej trzy etapy badania sa charakterystyczne dla kazdego
badania statystycznego zaréwno catkowitego jak i czesciowego i tworza one
tzw. statystyke opisowa. W przypadku badan czesciowych wyréznié nalezy
dodatkowy etap czwarty okreslany mianem wnioskowania statystycznego.
Jego zadaniem jest wnioskowanie, przy wykorzystaniu odpowiednich metod
statystycznych, o prawidtowosciach wystepujacych w zbiorowosci catkowi-
tej na podstawie wynikéw badan stwierdzonych w badanej prébie staty-
stycznej. Zbiér stosowanych w tym przypadku metod tworzy tzw. statystyke
matematyczna.

Pierwszy z wymienionych etapéw badania statystycznego ma charakter
przygotowawczy. Prawidtowe przygotowanie badania wymaga znajomosci
podstawowych pojec¢ statystycznych. Nalezg do nich: jednostka, zbiorowosc¢
i cecha statystyczna.

Jednostkq statystyczng jest kazda pojedyncza jednostka (np. osoba,
przedmiot, zjawisko) podlegajaca badaniu, zas zbiorowosciq zbiér tych jed-
nostek wyodrebnionych wedtug okreslonego kryterium ich podobienstwa?
(np. pracownicy firmy ,K”, studenci uczelni ,W”, mieszkancy miasta ,P”). Ze

1 To kryterium podobienstwa jest czesto okreslane mianem cech statych, wsréd ktérych wy-
réznia sie cechy: rzeczowe, czasowe i przestrzenne. Ze wzgledu na te cechy jednostki bada-
nej zbiorowosci sg identyczne.
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wzgledu na przyjete kryterium podobienstwa poddana badaniu zbiorowosé
jest jednorodna.

Zgodnie z podanag wyzej definicja wymaga sie by zbiorowosc¢ taka miata
charakter ,masowy”, gdyz tylko wéwczas ujawniaja sie prawidtowosci, kto-
rych nie mozna zaobserwowac¢ w pojedynczym przypadku. Liczebnosé¢ ba-
danej zbiorowosci przyjmuje sie zwykle oznaczac¢ jako ,N”. Warto tu przyto-
czy¢ kilka najczesciej spotykanych klasyfikacji zbiorowosci statystycznych.
| tak:

1) ze wzgledu na ich liczebnosé wyodrebnia sie zbiorowosci:

a) skornczenie liczne, sktadajace sie ze skonczonej, przeliczalnej liczby

jednostek statystycznych (np. zbiorowosé¢ studentéw Il roku),

b) nieskoriczenie liczne, tworzone przez nieskonczona liczbe jednostek
statystycznych (np. zbiér istot zywych na kuli ziemskiej); w przy-
padku tego typu zbiorowosci stosowana jest metoda badan czescio-
wych ograniczajacych sie jedynie do badania pewnego jej ,wycinka”,

I1) ze wzgledu na przyjety zakres czasowy badania dokonuje sie podziatu
zbiorowosci na:

a) statyczne, gdy wszystkie jednostki statystyczne sa badane wedtug
stanu na ten sam moment czasowy (np. studenci wedtug miejsca
zamieszkania na dzien 30.05.2003 r.),

b) dynamiczne, gdy zbiorowos¢ jest charakteryzowana ze wzgledu na
okreslona ceche w pewnym przedziale czasowym (np. struktura
mieszkancéw Watbrzycha w latach 1990 - 2003 wedtug wieku),

I11) ze wzgledu liczbe cech niezbednych dla ich opisu wyrdéznia sie zbiorowo-
sci2:

a) proste (jednorodne), ktore sa opisywane niewielka liczba cech (1 - 2),
np. zbiér tawek w sali dydaktycznej,

b) ztozone (niejednorodne), dla opisu ktorych wykorzystuje sie liczny
zbior cech, np. studenci okreslonej uczelni.

Wyodrebniona zbiorowosé¢ jest poddawana badaniu ze wzgledu na
okreslone wilasciwosci okreslane mianem cech statystycznych. Wedtug
B. Szulca cecha statystyczna ,....jest to wlasciwosé obiektu odrézniajaca go
od innych obiektow”. Podobna definicje formutuja M. Krzysztofiak
i A. Luszniewicz, wedtug ktérych ,,...cechami statystycznymi nazywamy wia-
sciwosci, ktorych odmiany lub wartosci wyrozniaja jednostki wchodzace w
sktad zbiorowosci statystycznej”.

Cechy statystyczne przyjmuje sie oznaczac¢ duzymi literami: X, Y, Z, zas
ich realizacje: x,y,zi nalezy je interpretowac jako wartosci cechy X, Y, Z

zaobserwowane w i-tej jednostce.
Z punktu widzenia dalszych rozwazan istotne znaczenie maja spotykane
w literaturze przedmiotu klasyfikacje cech wedtug réznych kryteriow.
| tak z punktu widzenia sposobu zapisu wartosci cechy wyroznia sie:
a) cechy opisowe (okreslane réwniez jako werbalne, niemierzalne, jako-
§ciowe), ktdrych realizacje sa wyrazane na skali nominalnej lub porzad-

2 W literaturze podkresla sie czesto, iz podziat ten jest mato jednoznaczny, zalezy bowiem
w duzej mierze od poziomu szczeg6towosci i celu badan
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kowej (np. pte¢, narodowosé, poziom wyksztatcenia); cecha opisowa od-

wzorowuje wiec zbior obiektéw w zbidr okreslen stownych,

b) cechy liczbowe (zwane rowniez ilosciowymi, mierzalnymi), ktérych war-
tosci sa mierzone na skalach interwatowej badz ilorazowej (np. waga,
wiek, temperatura); ta cecha z kolei odwzorowuje zbior obiektéw w zbior
liczb.

Uszczegotowienie tego podziatu stanowi spotykany coraz czesciej w lite-
raturze podziat cech wedtug rodzaju skali pomiarowej. Kryterium to pozwa-
la wyodrebnic¢ cechy, ktorych wartosci sa wyrazane na skali:

a) nominalnej,

b) porzgdkowej,

c) interwatowej,

d) ilorazowej.

W przypadku skali nominalnej wartosci cech sg zwykle wyrazane stow-
nie, niekiedy wartosciom cechy przyporzadkowuje sie arbitralnie liczby,
ktére petnia jedynie role nazwy kategorii (na liczbach tych nie mozna prze-
prowadzacé¢ operacji matematycznych). Wykorzystywane w tym przypadku
symbole pozwalaja na stwierdzenie tozsamosci lub rozréznienie obiektéw ze
wzgledu na badang ceche. W naukach spotecznych z tego typu cechami
mamy dos¢ czesto do czynienia, np. pte¢, status spoteczny, wykonywany
zawdd, wyznawana religia. Ten rodzaj skali umozliwia klasyfikacje (grupo-
wanie) badanego zbioru obiektéw na grupy (kategorie) obiektéw do siebie
podobnych, np. podziat spoteczenstwa na wyznawcow réznych religii, po-
dziat ludnosci na pracujacych i niepracujacych. Nalezy podkresli¢, iz moze
budzi¢ watpliwosci zaliczenie skali nominalnej do skal pomiarowych. Ozna-
cza to bowiem, ze cechy wyrazane na tej skali sa cechami mierzalnymi.

Skala porzgdkowa (rangowa) umozliwia bardziej precyzyjny, niz w przy-
padku skali nominalnej, pomiar wartosci cechy. Wartosci te moga byc¢ réw-
niez wyrazane stownie lub liczbowo, jednak istnieje mozliwos¢ ich uporzad-
kowania wedtug ,natezenia” cechy. Przyktadami cech, ktérych wartosci sa
wyrazane na tej skali sa: poziom wyksztatcenia, wzrost (wyrazony jako: ni-
ski, sredni, wysoki), stopnie w stuzbach mundurowych. Wartosci cechy wy-
razonej na tej skali umozliwiaja uporzadkowanie badanego zbioru obiektéw
od najnizszego do najwyzszego poziomu badanej cechy. Nalezy jednak pa-
mietac, ze nie istnieje mozliwos¢ okreslania wielkosci réznic miedzy tymi
wartosciami. Nie ma wiec mozliwosci wykonywania operacji matematycz-
nych na wartosciach takiej cechy. Cecha ta pozwala na stwierdzanie tozsa-
mosci badz réznosci obiektow, a ponadto pozwala na ich uporzadkowanie
jednak bez okreslania odlegtosci.

Wartosci cechy wyrazanej na skali interwatowej (przedziatowej) sa licz-
bami ze zbioru liczb rzeczywistych (zaréwno dodatnich jak i ujemnych).
Zbior wartosci tej cechy nie posiada ,,naturalnej” wartosci zerowej; wartosc
zerowa przyjmuje sie zwykle umownie. Do cech mierzonych na tej skali
mozna zaliczyé: temperature powietrza (wody), wynik finansowy firmy. Dla
wartosci cech wyrazonych na tej skali mozliwe jest wykonywanie operacji
odejmowania (badanie odlegtosci). Na wartosciach tej cechy nie mozna wy-
konywac operacji mnozenia i dzielenia.
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Skala ilorazowa moze byé traktowana jako szczegdllny przypadek skali
interwatowej, bowiem w przypadku skali ilorazowej wartosci cechy naleza
do zbioru liczb rzeczywistych nieujemnych. Skala ta posiada naturalny
punkt zerowy. Do cech wyrazanych na tej skali mozna zaliczyé¢: wzrost, wa-
ge badz wiek cztowieka, dochéd przypadajacy na 1 osobe w rodzinie. Dla
wartosci cech wyrazonych na skali ilorazowej dopuszczalne jest stosowanie
wszystkich operacji matematycznych, tj.: stwierdzanie tozsamosci obiektow,
ich porzadkowanie, ustalanie odlegtosci, okreslanie rownosci ilorazéw.

Zblizona do powyzszego podziatu jest klasyfikacja cech wedtug mozliwo-
sci ich pomiaru fizycznego. Wedtug tego kryterium wyroznia sie:

a) cechy mierzalne, czyli takie ktérych wartosci sa wynikiem pomiaru
fizycznego i wyrazone sa w okreslonych jednostkach miary, np.
wzrost w cm, waga w kg,

b) cechy posrednio mierzalne, tzn. cechy ktérych wartosci wyrazone sa
liczbowo, ale liczby te sa jedynie wynikiem oceny (przyporzadkowane
sa odpowiednim wyrazeniom stownym), np. ocena z egzaminu, nota
sedziowska w skokach narciarskich,

c) cechy niemierzalne, czyli cechy ktérych wartosci sa wyrazane stow-
nie, np. pte¢, pochodzenie spoteczne, marka samochodu.

Ze wzgledu na liczebno$é zbioru wartosci cechy wyrdznia sie:

a) cechy stale, dla ktérych zbi6ér wartosci jest jednoelementowy; innymi
stowy kazdemu obiektowi badanej zbiorowosci przypisywana jest ta
sama wartos¢ cechy. Niekiedy wsréd nich wyréznia sie dodatkowo
cechy state rzeczowe, czasowe i przestrzenne umozliwiajace precy-
zyjne zdefiniowanie jednostki i zbiorowosci statystycznej dla okre-
Slonego badania. Cechy te odpowiadaja zakresowi rzeczowemu, cza-
sowemu i przestrzennemu badania.

b) cechy zmienne, dla ktorych zbiér wartosci jest co najmniej dwuele-
mentowy. Cechy te stanowig przedmiot badan statystycznych.

Wsrod cech zmiennych dokonuje sie zwykle dalszego ich podziatu z
punktu widzenia podanego wyzej kryterium i wyrdéznia sie dodatkowo:

1) dla cech opisowych:

a) cechy dwuwariantowe (zero-jedynkowe) np. ptec,

b) cechy wielowariantowe, np. poziom wyksztatcenia, zawod,

2) dla cech liczbowych:

a) cechy skokowe (dyskretne); posiadaja one przeliczalny zbiér war-
tosci zawierajacy sie w zbiorze liczb naturalnych (liczby catkowi-
te nieujemne), np. liczba os6b w rodzinie,

b) cechy ciqgte, ktérych zbiér wartosci jest nieprzeliczalny i nalezy
do zbioru liczb rzeczywistych; wartosci takiej cechy sa nieskon-
czenie podzielne i moga by¢ wyrazane z dowolnie duza doklad-
noscia, np. wzrost, wiek, waga.

Z punktu widzenia znaczenia poszczeg6lnych cech dla okreslonego ba-
dania wyrdznia sie:

a) cechy istotne ze wzgledu na sformutowany cel badawczy,

b) cechy nieistotne, ktére w badaniu moga by¢ pominiete.

Biorgc pod uwage wptyw cechy na poziom rozwoju obiektow, gdy celem ba-
dania jest hierarchiczne porzadkowanie obiektéw, wyrdznia sie:
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a) cechy preferencyjne,

b) cechy neutralne.

WSsrod cech preferencyjnych wyodrebnia sie dodatkowo cechy:

a) stymulanty tzn. takie cechy ktorych wzrost wartosci powoduje
wzrost poziomu rozwoju obiektu (cechy te pobudzaja, stymuluja
rozwoéj obiektu); najkorzystniejsza wartoscia takiej cechy jest jej
wartos¢ maksymalna, zas najmniej korzystna — wartosé¢ minimalna,

b) destymulanty, czyli cechy, ktérych wzrost wartosci jest niekorzystny
dla oceny poziomu rozwoju obiektu; najkorzystniejsza jej wartoscig
jest wartos¢ minimalna, zas najmniej korzystna — wartos¢ maksy-
malna,

c¢) nominanty, czyli cechy dla ktérych wzrost wartosci do wielkosci no-
minalnej jest korzystny z punktu widzenia badanego obiektu, nato-
miast ich dalszy wzrost staje sie niekorzystny. Wartoscig optymalng
w tym przypadku jest wartos¢ nominalna.

Cechy neutralne, z uwagi na ich charakter, moga by¢ pominiete w ze-
stawie cech stanowiacych podstawe hierarchicznego porzadkowania obiek-
téw.

Kolejng istotng czynnoscia w fazie wstepnej badania statystycznego jest
wybor jednej z dwéch metod badania statystycznego, tj. badania catkowite-
go (wyczerpujacego) lub badania czesciowego. Badanie catkowite obejmuje
cala zbiorowosc¢ statystyczna, a wiec daje ono bardzo precyzyjny i wiary-
godny jej opis. Ta metoda badania winna by¢ szczeg6lnie preferowana.

W praktyce czesto mamy jednak do czynienia z sytuacjami, w ktérych -
z roznych wzgledéw — nie ma mozliwosci zbadania wszystkich elementow
tworzacych catkowita zbiorowosé statystyczna (inaczej zwana populacja ge-
neralna) i jedyna mozliwoscia jej poznania jest zbadanie tylko jej czesci
(tzw. préby statystycznej). W zwiazku z powyzsza sytuacja zachodzi ko-
niecznos¢ wnioskowania o catej zbiorowosci na podstawie wynikoéw uzyska-
nych dla préby. Mozna wymienié¢ kilka powodoéw, dla ktérych prowadzone
sa badania czesciowe:

e badanie moze miec¢ charakter niszczacy, np. badania jakosciowe niekto6-

rych wyrobow; badanie catej populacji bytoby réwnoznaczne z jej znisz-

czeniem,

badana populacja moze by¢ bardzo liczna lub nieskonczenie liczna,

badanie catkowite moze byc¢ zbyt kosztowne lub zbyt czasochtonne,

badanie czesciowe gwarantuje wyzsza aktualnosé wynikéw,

badanie czesciowe - w niektérych przypadkach - jest jedynym mozli-

wym, np. badanie krwi pacjentow,

e badanie czesciowe gwarantuje wyzsza rzetelnosé, poniewaz moze byé
zrealizowane mniejszym zespotem przeszkolonych fachowcow; istnieje
mozliwosé kontroli ich pracy.

Niezaleznie od wybranej metody badania statystycznego istotnym pro-
blemem jest dobér techniki gromadzenia informacji. Musi ona gwarantowac
wysoki stopienn wiarygodnosci gromadzonych informacji. Podstawowym zré-
diem informacji jest wszelkiego rodzaju sprawozdawczosé statystyczna pre-
zentowana na réznym poziomie agregacji danych (np. kraju, wojewddztwa,
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powiatu, gminy, przedsiebiorstw, instytucji). Udostepniane danych w takim
przypadku odbywa sie gtébwnie w formie rocznikéw statystycznych badz
réznego rodzaju sprawozdan.

W praktyce badan socjologicznych szczegélne znaczenie nalezy przypi-
sa¢ badaniom ankietowym jako formie gromadzenia informacji. Ankieta
stanowi zbiér odpowiednio sprecyzowanych pytan stuzacych realizacji okre-
slonego celu badania. Zasadnicze problemy zwiazane z tego typu badaniami
dotycza w szczegolnosci:

a) liczby i tresci pytan zawartych w ankiecie,
b) sposobu przeprowadzenia badania ankietowego,
¢) wyboru grupy respondentéw tj. oséb ankietowanych.

Ankieta sklada sie zwykle z dwéch zasadniczych czesci, tj. metryczki
i czesci merytorycznej. Metryczka stanowi istotny element ankiety, poniewaz
pozwala klasyfikowac¢ zbiorowosé¢ respondentéw wedtug réznych kryteriow
i prowadzi¢ analize uzyskanych wynikéw badania ankietowego w ramach
wyodrebnionych podzbiorowosci respondentéw. NajczeSciej w metryczce
uwzglednia sie takie cechy respondentéw jak: pte¢, stan cywilny, wiek, po-
ziom wyksztatcenia, miejsce zamieszkania, wykonywany zawod. Nalezy jed-
nak wyraznie zaznaczyé, ze sposéb gromadzenia tych danych winien za-
pewnia¢ anonimowosc¢ respondenta.

Druga czesé ankiety zawiera zestaw pytan dotyczacych okreslonego za-
gadnienia. Wiasciwe skonstruowanie tej czesci ankiety stanowi podstawowy
warunek powodzenia przeprowadzanego badania. Nie moze by¢ ona zbyt
obszerna, poniewaz moze zniechecac¢ respondentéw do poddania sie bada-
niu ankietowemu (zwtaszcza w przypadku, gdy badanie ma byé prowadzone
w formie ,sondazu ulicznego”). Projektujac merytoryczng czesé ankiety na-
lezy przestrzegac¢ nastepujacych zasad:

1) pytania winny by¢ jasno, jednoznacznie i prosto sformutowane,

2) pytania winny by¢é umieszczone w logicznej kolejnosci,

3) winny umozliwia¢ udzielenie precyzyjnej odpowiedzi, w miare mozli-

wosci liczbowej,

4) pytania natury osobistej winny byc¢ bardzo taktowne.

Umieszczone w ankiecie pytania moga mieé¢ charakter zamkniety lub
otwarty. W pierwszym przypadku, do pytania dotaczony jest roziaczny
i wyczerpywalny zestaw odpowiedzi. Odpowiedzi te moga by¢ ujete w formie:

a) alternatywy (dwéch wykluczajacych sie mozliwosci),

b) zamknietego zestawu wielu mozliwych odpowiedzi,

c) zestawu pototwartego, gdy oprdécz podanego zestawu odpowiedzi re-
spondent ma mozliwos¢ dopisania innych mozliwosci,

d) odpowiedzi - skali, gdy respondent dokonuje oceny natezenia za-
chowan, pogladow, opinii (skala taka moze miec¢ charakter liczbowy
badz porzadkowy).

W drugim przypadku respondent ma petna swobode formutowania od-

powiedzi.

Wyboér zamknietej formy pytan znacznie utatwia respondentom udziela-
nie na nie odpowiedzi, jak rowniez istotnie ufatwia opracowanie zgroma-
dzonego materiatu badawczego, tj. kodowanie odpowiedzi, analize wynikow
badania. Otwarta forma pytan daje respondentom wieksza swobode w for-
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mutowaniu odpowiedzi, jednak znacznie utrudnia ona opracowanie i anali-
ze zebranych informaciji. Tej formy pytan nie zaleca sie umieszcza¢ w ankie-
tach, ktére nie beda realizowane w postaci kontaktu bezposredniego ankie-
tera z respondentem.

Opracowany formularz ankiety winien by¢ przetestowany w badaniu pi-
lotazowym na niewielkiej prébie 30 — 50 os6b. Badanie takie pozwala zwery-
fikowac¢ poprawnos$é¢ postawionych pytan jak réwniez zamieszczonych wa-
riantow odpowiedzi.

Wiasciwe badanie ankietowe moze by¢ realizowane w réznych formach
kontaktow z respondentami. K. Mazurek-topacinska wyréznia nastepujace
metody przeprowadzenia badania ankietowego:

a) wywiad bezposredni,
b) ankieta telefoniczna,
¢) ankieta pocztowa,
d) ankieta prasowa,

e) ankiety rozdawane.

Zaleta pierwszej z metod jest gwarancja prawidtowego zrozumienia
przez respondenta tresci poszczegélnych pytan (zwihaszcza, gdy ich tresé
moze budzi¢ watpliwosci) i wlkasciwego sformutowania odpowiedzi. W takim
przypadku z powodzeniem mozna wykorzystywaé ankiety, w ktorych zasto-
sowano otwarta forme pytan. Ten sposéb gromadzenia ankiet pozwala ,na
biezaco” kontrolowaé ilos¢ i jakos¢ zgromadzonego materiatlu badawczego.
W przypadku pozostatych metod, a zwlaszcza pocztowej, prasowej i ankiet
rozdawanych nalezy liczy¢ sie z mozliwoscia wystapienia niewielkiej zwrot-
nosci ankiet, jak rowniez z przypadkami btednie wypetnionych kwestiona-
riuszy.

Badania ankietowe maja najczesciej charakter badan czesciowych
i w zwiazku z tym pojawia sie problem doboru respondentéw. Wytypowana
grupa respondentéw winna by¢ reprezentatywna dla catej populacji, o czym
decyduja dwa zasadnicze czynniki:

a) metoda doboru jednostek proby,
b) liczebnosc¢ tej proby.

W literaturze wymienia sie nastepujace sposoby pobierania préby:

a) dobdr arbitralny — jest to metoda subiektywna; jednostki do proby sa ty-
powane przez ekspertéw badz ankieterow. W ramach tej metody mozna do-
datkowo wyodrebnic¢:

- dobor kwotowy, ktdérego celem jest uzyskanie proby o strukturze iden-

tycznej jak cata populacja potencjalnych respondentéw. Po ustaleniu li-

czebnosci préby dokonuje sie doboru okreslonych ,kwot” respondentow

gwarantujacych uzyskanie odpowiedniej jej struktury,

- losowanie ,,wedtug wygody” — stosowane gtéwnie w badaniach marke-

tingowych; przeprowadzane jest na grupach konsumentéw okreslonych

towaréw,

- losowanie metodq ,,przechwytywania respondentéw po drodze” - ba-

danie odbywa sie na grupie respondentéw wybieranych losowo sposréd

przechodniéw, klientéw sklepu itp.,
b) dobér losowy, gdy maja zastosowanie okreslone schematy pobierania
préb losowych, jak np. losowanie indywidualne (ograniczone i nieograni-
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czone), losowanie warstwowe, losowanie systematyczne, losowanie wielo-
stopniowe. Schematy te zostaly dokiadniej scharakteryzowane w rozdzia-
le V.

O reprezentatywnosci préby decyduje réwniez jej liczebnosé. Im wieksza
jest liczba zgromadzonych ankiet tym bardziej wiarygodne dla catej popula-
cji sa wyniki badan. Pojawia sie zatem problem ustalenia minimalnej li-
czebnosci préby. Analiza zgromadzonego droga ankietowa materiatu opiera
sie zwykle na odpowiednio skonstruowanych tablicach uwzgledniajacych
strukture respondentéw ze wzgledu na wyodrebnione kryteria (nastepuje
tym samym podziat tej zbiorowosci na podgrupy). Im wieksza jest liczba
wyodrebnianych podgrup, tym liczniejsza winna by¢ grupa respondentéw
objetych badaniem. O liczebnosci populacji respondentéw decyduje réwniez
zasieg badan (lokalny, regionalny badz krajowy). Im jest on wiekszy tym
wieksza winna by¢é losowana préba respondentéw. W teorii badan ankieto-
wych podaje sie rézne zalecenia dotyczace wielkosci populacji objetych ta-
kimi badaniami. Jedna z propozycji uzalezniajaca wielkos¢ populacji re-
spondentéw od zasiegu badan i liczby wyodrebnionych podgrup zawiera
ponizsze zestawienie.

Liczba wyodrebnionych Liczba jednostek w badaniu o zasiegu
podgrup krajowym regionalnym
do 9 1000 - 1500 200 - 500
10-30 1500 - 2500 500 - 1000
powyzej 30 powyzej 2500 powyzej 1000

Inna propozycja nakazuje, by populacja byta na tyle liczna, aby liczeb-
nosci najwazniejszych dla analizy komdrek tablicy wynosity 100, a mniej

waznych od 20 do 50.

Wiasciwie zaprojektowane badanie statystyczne stanowi podstawowy

warunek uzyskania wiarygodnych jego wynikow. Wymienione wyzej metody
opisu i wnioskowania statystycznego sa przedmiotem rozwazan w kolejnych
rozdziatach niniejszego opracowania.
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Rozdziat Il

Metody opisu zbiorowosci
statystycznej

2.1. OPIS TABELARYCZNY

Zgromadzony w ramach drugiego etapu badania statystycznego zbiér
danych ma posta¢ szeregu szczeg6towego, nieuporzgdkowanego; tym sa-
mym jest mato przejrzysty, chaotyczny. Podejmowane w tej fazie czynnosci
w pierwszej kolejnosci zmierzaja do jego uporzadkowania. W przypadku
cech opisowych dokonuje sie najczesciej jego pogrupowania wedtug warian-
téw tej cechy, zas w przypadku cech liczbowych polega ono zwykle na upo-
rzadkowaniu realizacji cechy od najnizszej do najwyzszej. Prowadzi to do
uzyskania szeregu uporzgdkowanego. W przypadku licznych zbiorowosci
taka posta¢ materiatu statystycznego jest dosé¢ obszerna, co moze znacznie
utrudnic jego dalszg analize. Problem ten mozna rozwiazaé¢ tworzac szeregi
rozdzielcze, w ktoérych badana zbiorowos¢ dzielona jest na okreslona liczbe
klas na podstawie wartosci badanej cechy i kazdej z klas zostaje przypo-
rzadkowana odpowiednia liczba jednostek statystycznych. Szeregi rozdziel-
cze moga miec postac szeregu punktowego badz przedziatowego.

W szeregu rozdzielczym punktowym kazda klasa zawiera tylko jedna
wartosc¢ cechy (opisowej badz liczbowej) i w zwiazku z tym szereg taki po-
siada tyle klas, ile wariantéw cechy wystepuje w zgromadzonym materiale
statystycznym. W szeregu z przedziatami klasowymi dokonuje sie grupo-
wania wartosci cechy w przedziaty klasowe okreslajac ich dolna i gérna
granice. Szeregi z przedziatami klasowymi sa najczesciej tworzone dla cech
liczbowych o charakterze ciaglym, chociaz nalezy zaznaczyé, iz przedziaty
takie mozna réwniez utworzy¢ dla cech liczbowych skokowych, a nawet
opisowych.

Budowa szeregu z przedziatami klasowymi wymaga rozstrzygniecia na-
stepujacych kwestii:

a) ile klas winno by¢ utworzonych?

b) jaka winna byc¢ ich wielkosé¢ (rozpietosc)?
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c) jak winny by¢ ustalone (zamkniete) granice przedziatéw?

Przy podejmowaniu decyzji o liczbie klas nalezy mie¢ na uwadze, iz nie
ma w teorii statystyki jednoznacznych wskazan w tym zakresie. Formuto-
wane sa jedynie pewne zalecenia, by liczba klas nie byla ani zbyt duza, ani
zbyt mata i byla uzalezniona gtéwnie od liczebnosci zbiorowosci. Zgodnie
z ta sugestia wielu autoréw proponuje wyznaczac orientacyjna (przyblizona)
liczbe klas wedtug wzoru:

kK~~/N 2.1.

gdzie:
k — przyblizona liczba klas,
N - liczebnos¢ badanej zbiorowosci.

Uzyskana wedtug powyzszej formuty liczbe klas nalezy traktowac jako
orientacyjna, a rzeczywista liczba klas moze byc¢ o jedna nizsza badz wyzsza
od wielkosci k. Takie postepowanie odnosi sie do cech liczbowych ciagtych,
w przypadku cech liczbowych skokowych badz opisowych o liczbie klas de-
cyduje gtdéwnie liczba wariantéw cechy.

Przy okreslaniu wielkosci przedziatow klasowych nalezy dazyc¢ by klasy
te posiadaly jednakowa rozpietosé, gdyz znacznie utatwia to dalsza analize
ujetego w szeregu materiatu statystycznego jak réwniez wyznaczanie nie-
ktérych parametréw statystycznych. Nalezy roéwniez zwrdocié uwage, by w
szeregu nie wystepowaly klasy ,puste”, tzn. klasy, dla ktérych nie mozna
przyporzadkowac¢ zadnej jednostki statystycznej. Uwzgledniajac powyzsze
zastrzezenia przyblizona wielkos¢ przedziatow klasowych (h) mozna ustali¢
wedtug formuty:

R(x
h= R 22
k
gdzie:
R(X) - rozpietos¢ wartosci cechy obliczona wedtug wzoru
R(X)zxmax_xmin’

k — przyjeta liczba klas.

Taka reguta postepowania bedzie miata miejsce w przypadku cech cia-
gtych. W przypadku cech opisowych badz liczbowych skokowych réwna
rozpietosc¢ klas bedzie oznaczata jednakowa liczbe wariantéw cechy w kaz-
dej klasie.

Koniecznos¢ okreslenia zasad zamykania poszczegélnych klas odnosi
sie do cech ciagltych. Przyjmuje sie, iz kazda z klas musi by¢ jednostronnie
zamknieta (z goéry badz z dotu), co powoduje, ze sa one roztaczne i umozli-
wiaja jednoznaczne przyporzadkowanie poszczegolnych jednostek staty-
stycznych konkretnym przedziatom.

Skonstruowany szereg rozdzielczy (zaréwno punktowy jak i przedziato-
wy) moze miec¢ postac szeregu liczebnosci (prostej), liczebnosci skumulowa-
nej, czestosci (prostej) badz czestosci skumulowanej. W szeregu liczebnosci
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badz czestosci kazdej klasie zostaje przyporzadkowana okreslona liczba
jednostek statystycznych lub ich udzial (najczesciej wyrazony w procen-
tach) w catej zbiorowosci. W szeregach skumulowanych kazdej klasie przy-
porzadkowana jest odpowiadajaca jej liczebnos¢ badz czestosé skumulowa-
na.

Procedure tworzenia szeregdéw z przedziatami klasowymi zilustrujemy
na ponizszych przyktadach.

Przykitad 2.1

Zbiorowosé¢ pracownikéw pewnej firmy scharakteryzowano ze wzgledu
na poziom wyksztatcenia i uzyskano nastepujace dane: wyzsze, podstawo-
we, srednie, Srednie, zasadnicze zawodowe, podstawowe, niepetne podsta-
wowe, srednie, wyzsze, policealne, wyzsze, srednie, zasadnicze zawodowe,
podstawowe, podstawowe, sSrednie, srednie, wyzsze, srednie, podstawowe,
wyzsze, wyzsze, $rednie, srednie, podstawowe, podstawowe, wyzsze, nie-
petne podstawowe, podstawowe, policealne
Dokonac¢ grupowania badanej zbiorowosci wedlug poziomu wyksztatcenia.
Uzyskane wyniki skomentowac.

Rozwigzanie.

Zgromadzony materiat statystyczny ma postaé szeregu szczeg6towego
nieuporzadkowanego. Grupowania dokonamy ujmujac podane informacje
w postaci szeregu rozdzielczego punktowego. W szeregu tym kazdemu po-
ziomowi wyksztatcenia przyporzadkujemy odpowiednia liczbe pracownikow.
Efekt tego grupowania ujeto w kolumnie 2. ponizszej tablicy roboczej.
W kolumnie 3. utworzono szereg liczebnosci skumulowanej. W kolumnach
4. i 5. umieszczono szeregi czestosci i czestosci skumulowanej. Czestosé
wyznaczono jako udziat procentowy pracownikéw o okreslonym poziomie
wyksztatcenia w catej populacji pracownikéw.

Poziom Liczba Liczba Czestosé sku-
wyksztatcenia | pracownikéw pracownikéw | Czestoséw % | mulowana w %
(X) (n,) skumulowana ( fi ) (cum fi )
(cum n,)
1 2 3 4 5
niepetne pod- 2 2 6,67 6,67
stawowe
podstawowe 8 10 26,66 33,33
zasadnicze za- 2 12 6,67 40,00
wodowe
Srednie 9 21 30,00 70,00
policealne 2 23 6,67 76,67
wyzsze 7 30 23,33 100,00
Razem 30 X 100,00 X

Mozna réwniez dokonac innego grupowania tworzac klasy (przedziaty) jak w
kolejnej tabeli:
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Poziom Liczba Liczba > Czestosé
. o Czestosé
wyksztatce- pracowni- pracownikow 0 skumulowana
- ) w %
nia kow skumulowana w %
Niepetne pod-
stawowe 10 10 33,33 33,33
i podstawowe
Zasadnicze
zawodowe 11 21 36,67 70,00
i Srednie
Policealne 9 30 30,00 100,00
i wyzsze
Razem 30 X 100,00 X

W badanej zbiorowosci w podobnym stopniu dominuja pracownicy
o wyksztalceniu: podstawowym (26,66% badanej zbiorowosci), srednim
(30% badanej grupy) i wyzszym (23,33% badanej populaciji).

Przyktad 2.2

Dla wylosowanej grupy 25 gospodarstw domowych zebrano informacje
dotyczace wysokosci dochodu (w zt) przypadajacego na 1 osobe. Uzyskano
nastepujace dane: 201,50; 556,10; 220,00; 820,40; 482,50; 339,60; 682,40;
398,40; 238,70; 180,50; 627,40; 421,60; 354,50; 289,70; 645,00; 654,30;
728,60; 453,90; 678,20; 721,00; 804,50; 487,60; 564,70; 732,40; 810,00.
Powyzsze informacje uja¢ w postaci szeregu rozdzielczego z przedziatami
klasowymi. Uzyskane wyniki skomentowac.

Rozwigzanie.

Zauwazmy, iz badana cecha ma charakter cechy liczbowej ciaglej
i w takim przypadku nie tworzy sie zazwyczaj szeregow rozdzielczych punk-
towych. Procedure budowy szeregu przedziatowego przeprowadzimy zgodnie
z podanymi wyzej wskazéwkami. W pierwszej kolejnosci dokonujemy usta-
lenia liczby klas wedtug wzoru 2.1. Otrzymujemy k = 5, co oznacza, iz liczba
klas winna wynosi¢ okoto pieciu (mozna rozwazac¢ wariantowo liczbe klas
od 3 - 5). Przyjmijmy liczbe klas réwna 5. W dalszej kolejnosci celem wy-
znaczenia rozpietosci klas (zaktadamy, ze wszystkie klasy beda posiadaty
identyczna rozpietosc) ustalamy rozpietosé wartosci badanej cechy; wartosé
minimalna (X,,) wynosi 180,50 zi, zas wartos¢ maksymalna (X,,) -

820,40 zi, co daje nam rozpietos¢ wynoszaca 639,90 zt (820,40 - 180,50).
Zgodnie z wzorem 2.2. uzyskujemy dla kazdej z 5 klas rozpietos¢ 128 zt
(doktadnie 127,98 zit, ale ze wzgledéw praktycznych dokonuje sie zwykle jej
zaokraglenia ,,w goére”). Przyjmijmy réwniez, iz kazda z klas bedzie zamknie-
ta lewostronnie. W ten sposéb otrzymamy przedziaty klasowe ujete w poniz-
szej tabeli roboczej, a po zakwalifikowaniu wartosci cechy do okreslonych
przedziatéw ujete w kolejnych kolumnach rozktady: liczebnosci i czestosci
oraz liczebnosci i czestosci skumulowanej.
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. Liczba Skumulowana . Czestosé
Doos?:bOdvceéil gospo- liczba szis(')c/osc skumulo-
¢ darstw gospodarstw f 0 wanha w %
(%) (n) (cum n,) (1) (cum f,)
<180,50 -
308.50) 5 5 20,00 20,00
<308,50 -
436.50) 4 9 16,00 36,00
<436,50 -
564.50) 4 13 16,00 52,00
<564,50 -
692.50) 6 19 24,00 76,00
<692,50 -
820.50) 6 25 24,00 100,00
Razem 25 X 100,00 X

Na podstawie powyzszej tabeli mozna sformutowac nastepujace wnioski:

a) wystepuje brak wyraznej dominacji gospodarstw o okreslonej wiel-
kosci dochodow,

b) blisko potowe badanych gospodarstw charakteryzuja dochody na
osobe przekraczajace 564 zi, w przypadku pozostatych dochéd na
osobe jest nizszy od tej wielkosci,

€) najmniej liczne sa gospodarstwa z przedziatdw dochodowych 308,50
- 436,50 zt i 436,50 - 564,50 zt.

Zaprezentowane wyzej szeregi statystyczne mozna zaliczy¢ do tzw. sze-
regow strukturalnych, umozliwiaja one bowiem okreslenie struktury bada-
nej zbiorowosci ze wzgledu na przyjeta ceche statystyczna. Zazwyczaj pre-
zentuja one te strukture w okreslonym momencie czasowym, CO oznhacza
statyczne ujecie badanej zbiorowosci. Odmiane szeregéw strukturalnych
stanowig szeregi przestrzenne, w ktérych struktura zbiorowosci okreslana
jest w oparciu o jej terytorialne rozmieszczenie. Ten typ szeregu ilustruje
tablica 2.1.

Tablica 2.1. Banki og6tem w krajach Unii Europejskiej w 1994 r.

Kraj Liczba bankow
Belgia 131
Dania 174

Francja 1468
Grecja 49
Hiszpania 217
Irlandia 48

Niemcy 1212
Wielka Brytania 486
Wiochy 258

Zrodio: W. Jaworski: Banki polskie — warunki przetrwania. Warszawa 1997
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W literaturze wyodrebnia sie dodatkowo szeregi: dynamiczne (chronolo-
giczne, czasowe) obrazujace ksztattowanie sie badanego zjawiska w czasie3.
Przyktad takiego szeregu zawiera tablica 2.2.

Tablica 2.2. Przewozy pasazerow koleja w Polsce w latach 1990 -

1996
Lata Liczba pasaz‘leréw
(w miIn osob)
1990 787,5
11991 650,2
1992 548,1
1993 540,1
1994 493,7
1995 465,1
1996 433,5

Zrodio: Rocznik Statystyczny GUS 1997. Warszawa: GUS. 1997

Podane wyzej przyktady dotycza prezentacji tabelarycznej badanej zbio-
rowosci opisywanej ze wzgledu na jedng ceche statystycznq. Badania staty-
styczne moga obejmowac réwniez przypadki jednoczesnego opisu zbiorowo-
sci ze wzgledu na dwie bgdz wiekszq liczbe cech. W takim przypadku opis
tabelaryczny bedzie polegat na ujeciu zebranego materiatu statystycznego w
postaci tablicy ztozonej (w odroznieniu od niej szereg statystyczny bywa
réwniez okreslany mianem tablicy prostej). Sytuacja ta czesto ma miejsce,
gdy dokonuje sie opracowania materialu zgromadzonego w trakcie badan
ankietowych. W tabelach prezentujacych wyniki takich badan dokonuje sie
zwykle ,skorelowania” uzyskanych odpowiedzi na poszczegélne pytania z
okreslonymi cechami respondentéw (np. ich ptcia, wiekiem, miejscem za-
mieszkania).

Wiasciwie skonstruowana tablica winna skiadac¢ sie z tytutu, makiety
tablicy oraz zrédta danych. Tytut tablicy winien precyzyjnie okresla¢ badang
zbiorowos¢ pod wzgledem rzeczowym, czasowym i przestrzennym oraz za-
wiera¢ ujete w tablicy cechy statystyczne; innymi stowy winien odpowiadac
na nastepujace pytania: co stanowi opisywana zbiorowosé statystyczna?;
jakiego momentu badz przedzialu czasowego dotyczy badanie?; z jakiego
obszaru pochodzi badana zbiorowosc?; jakie cechy statystyczne zbiorowosci
ujeto w tablicy?

Makieta tablicy (zwana rowniez tablica wiasciwa) sktada sie z wierszy i
kolumn oraz ich tytutéw (tytuty wierszy okresla sie ,boczkiem” tablicy, zas
tytuty kolumn ,gtéwka” tablicy). Wnetrze tablicy, czyli ,pola” znajdujace sie
na skrzyzowaniach poszczegoélnych wierszy i kolumn sa wypetniane zgro-
madzonym materiatem statystycznym. Nalezy tu zaznaczyé, iz kazde pole
tablicy musi by¢ bezwzglednie wypetnione. Jesli z r6znych wzgledéw nie ma
mozliwosci wypetnienia pola tablicy danymi liczbowymi wéwczas wykorzy-
stywane sa odpowiednie znaki umowne. Naleza do nich nastepujace znaki:

3 Ten typ szeregdw bedzie przedmiotem szczegoétowej analizy w rozdziale IV
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» — » (Kreska) oznacza, ze zjawisko nie wystepuje,

» - » (kKropka) oznacza zupeiny brak informacji lub brak infor-
macji wiarygodnych,

,,0” (zero) oznacza, ze zjawisko wystepuje w niewielkich ilo-

Sciach (mniej niz 50% przyjetej jednostki miary),
.X” (ukosny krzyzyk) oznacza, ze wypelnienie danego pola ze wzgledu
na uktad tablicy jest niemozliwe badz niecelowe,

A7 (pusty tréjkat) oznacza, ze nazwy zostaly skrdcone w stosunku
do obowiazujacej klasyfikacji,

A" (petny trojkat) oznacza, ze dane nie moga by¢ opublikowane ze
wzgledu na koniecznos¢ zachowania tajemnicy
statystycznej,

W tym” oznacza, ze nie podaje sie wszystkich skiadnikéw
sumy.

Bezposrednio pod tablica umieszcza sie zrédto danych zawartych w ta-
blicy. Zrodio takie moga stanowié: rocznik statystyczny, wyniki spisu, ba-
dania wiasne, sprawozdawczos¢ firmy badz instytucji, itp. llustracja prawi-
dtowo skonstruowanej tablicy opisujacej zbiorowosé¢ studentéw ze wzgledu
na trzy cechy jest ponizsza tablica 2.3.

Tablica 2.3. Studenci Wyzszej Szkoty Pedagogicznej w Warszawie
wedtug pici, wieku i miejsca zamieszkania (stan na
30.09.2003r.)

Wiek w latach
Wyszczegoblnienie 19 - 21 21 - 23 23 25 Razem
Warszawa Kobiety 211 185 321 717
Mezczyzni 122 252 87 461
Woj. Mazo- Kobiety 187 124 97 408
wieckie Mezczyzni 142 95 48 285
Inne woje- Kobiety 45 32 25 102
wodztwa Mezczyzni 67 15 - 82
Razem 774 703 578 2055

Zrédio: Badania wiasne

2.2. GRAFICZNY OPIS ZBIOROWOSCI STATYSTYCZNEJ

Opis graficzny polega na prezentacji zgromadzonego materiatu staty-
stycznego ujetego w formie szeregéw statystycznych w postaci réznego ro-
dzaju wykresow statystycznych. Ta forma opisu statystycznego nie funk-
cjonuje zazwyczaj samodzielnie. Wykresy stanowia zwykle ilustracje mate-
rialu statystycznego ujetego w postaci szeregbéw badz tablic i ich zadaniem
jest pogladowa prezentacja tresci tablic umozliwiajaca wstepna, pobiezna
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ocene prawidtowosci wystepujacych w badanej zbiorowosci. Do najczesciej
wykorzystywanych form graficznych zalicza sie wykresy: powierzchniowe,
liniowe, brytowe, obrazkowe, mapowe i kombinowane. Ich dob6r uzaleznio-
ny jest od typu szeregu, ktéry ma by¢ zaprezentowany graficznie oraz od ce-
lu, jakiemu ma on stuzyc.

Wykresy powierzchniowe stuza gtéwnie do prezentacji szeregéw struk-
turalnych. Wykorzystywane sa tu takie figury geometryczne jak: prostokaty,
kwadraty, kota. Na podstawie danych ujetych w szeregu statystycznym na-
stepuje podziat powierzchni tych figur na czesci proporcjonalnie do struk-
tury badanego zjawiska. W praktyce najczesciej wykorzystywany jest wy-
kres stupkowy zwany réwniez histogramem, ktéry jest umieszczany zazwy-
czaj w uktadzie wspotrzednych. Na osi odcietych nanoszone sa wartosci ce-
chy (zaréwno liczbowej jak i opisowej), a na osi rzednych liczebnosci badz
czestosci odpowiadajace poszczegolnym wariantom cechy. W zaleznosci od
typu ilustrowanego szeregu moze to by¢ histogram liczebnosci badz czesto-
sci prostej lub skumulowanej. Wykresy 2.1 i 2.2 stanowig ilustracje tego
typu prezentacji graficznych.

Wykresy liniowe (diagramy) sa najczesciej wykorzystywane do prezenta-
cji szeregbw czasowych. Wykres tego typu umieszczany jest w uktadzie
wspotrzednych, gdzie na osi odcietych odktadane sg poszczegélne jednostki
czasu, zas na osi rzednych odmierzane sa wielkosci badanego zjawiska. llu-
struje to wykres 2.3.

Wykresy punktowe posiadaja zastosowanie podobne do wykresow linio-
wych, a wiec moga stuzy¢ ilustracji szeregéw czasowych (por. wykres 2.4)

Wykresy brylowe petnia podobng role jak wykresy powierzchniowe.
W tym przypadku poziom zjawiska ewentualnie jego struktura prezentowa-
na jest przy wykorzystaniu bryt (np. szescianu, prostopadtoscianu, kuli).
Ten typ prezentacji graficznej ilustruje wykres 2.5.

Wykresy kombinowane stanowia kompilacje wymienionych typéw wy-
kresow, np. wykresu powierzchniowego i liniowego, obrazkowego i mapowe-
go itp. (por. wykres 2.6)

Wykresy mapowe (kartogramy) stuza do prezentacji przestrzennego
rozmieszczenia badanego zjawiska. Wielkos¢é badanego zjawiska (jego nate-
zenie) na poszczegélnych obszarach moze by¢é ukazywana poprzez roz-
mieszczenie odpowiednich symboli o zréznicowanej wielkosci, stosowanie
zabarwien o okreslonych kolorach lub okreslonego typu zakreskowania.
Wykresy tego typu wymagaja zwykle zamieszczenia legendy objasniajacej
zastosowana symbolike. llustruje to wykres 2.7.

Wykresy obrazkowe prezentuja wielkos¢ badanego zjawiska za pomoca
odpowiednich symboli graficznych (sylwetek obrazkéw prezentujacych ba-
dane zjawisko). Te forme prezentacji ilustruje wykres 2.8.

Nalezy doda¢, iz w przypadku wykresu, podobnie jak tablicy, nalezy
umiescic jego tytut oraz zrédto danych (tym zrédiem najczesciej jest odpo-
wiedni szereg lub tablica statystyczna, na podstawie ktérych zostat on spo-
rzadzony).
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Wykres 2.1.

Ludnos¢ miasta ,,Z” wg poziomu wyksztatcenia
w latach 1999-2002

100%

80% -
S OWyzsze
= 60%- O $rednie
©
'_g 40% - B Zawodowe
> 0% O Podstawowe

6
0% 1 1 1

1999 2000 2001 2002

Lata

Zrodio: Opracowanie wiasne

Wykres 2.2.

Struktura wiekowa mieszkancéw miasta "Z"
w 2001 r. (stan na 31.12.)

do 15 lat
15-25

powyzej 65
25-35

55-65 35-45

45 -55

Zrodio: Opracowanie wiasne
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Zrodto: Opracowanie wiasne

Wykres 2.3.
Rozwdj ludnosciowy miasta "Z"
w latach 1991-2000 (stan na 31.12)
2
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Zrodto: Opracowanie wiasne
Wykres 2.4.
Ludnos$¢ miasta "Z" w latach 1991 - 2000
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Wykres 2.5

25
20

udziatw % 15

Wiek
e

Zrodio: Opracowanie wiasne

Wykres 2.6
Przecietna liczba zapomdg na jednego
bezrobotnego
w miescie "Z" w latach 1991-2000
% 5
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Zrodio: Opracowanie wiasne
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Wykres 2.7
Rozmieszczenie ,,szk6t z klasa” w Polsce we wrzesniu 2003 r.

rodio: ,,Gazeta Wyborcza” z 14 pazdziernika 2003 r.

Rys. 2.8

Przecietna roczna liczba wypalanych papieroséw
przez mieszkancoéw miasta ,,Z” w latach 2000-2002

N
1 T%
\ )) /

E $ )

1000

Liczba wypalanych papieroséw
2000 2500

Zrodio: opracowanie wiasne
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2.3. PARAMETRYCZNY OPIS ZBIOROWOSCI STATYSTYCZNEJ
2.3.1. Istota i klasyfikacja parametréw i momentow statystycznych

Opis parametryczny stanowi jeden z najczesciej wykorzystywanych spo-
sobéw opisu rozkladu cechy statystycznej gtdwnie z uwagi na jego synte-
tyczna i skrécona postaé. Ta forma opisu wykorzystuje parametry staty-
styczne, tj. charakterystyki liczbowe opisujace rozkiad wartosci badanej ce-
chy w szeregu statystycznym. Przy ich pomocy dokonujemy opisu okreslo-
nych wlasnosci analizowanego zbioru wartosci cechy. Opis tych wiasnosci
moze obejmowac:

a) okreslenie sredniego poziomu zbioru wartosci cechy, czyli wybor po-
jedynczej wartosci cechy reprezentujacej caty zbior analizowanych
wartosci; ma tu zastosowanie grupa parametréw zwanych miarami
srednimi i potozenia,

b) okreslenie poziomu zréznicowania (zmiennosci) analizowanego zbio-
ru wartosci cechy, do czego wykorzystywane sa parametry zmienno-
Sci (rozproszenia),

c) okreslenie poziomu odchylenia analizowanego rozktadu wartosci ce-
chy od rozktadu symetrycznego; badanie tej wiasnosci dokonywane
jest przy pomocy miar skosnosci,

d) okreslenie poziomu skupienia badz nieréwnomiernosci roztozenia
wartosci cechy mierzone przy pomocy miar koncentracji,

e) okreslenie rozmieszczenia realizacji wartosci cechy w analizowanym
zbiorze poprzez wyznaczenie odpowiednich momentéw statystycz-
nych.

Jak wynika z powyzszego zestawienia do badania wlasnosci ujetych w
punktach a - d wykorzystywane sa odpowiednie grupy parametréw staty-
stycznych (ich szczegétowa charakterystyka zostanie dokonana w dalszej
czesci tego podrozdziatu), zas wlasnosé e badana jest przy pomocy momen-
tow statystycznych.

Momenty statystyczne sa czesto wykorzystywanymi charakterystykami
rozktadéw cechy statystycznej. Wsrod nich wyréznia sie dwie podstawowe
grupy:

a) momenty zwykte, ktére sa srednimi odchylen wartosci cechy od

punktu zerowego podniesionych do potegi k; ich ogélna posta¢ moz-
na wyrazi¢ wzorem:

Z(Xi_o)k'ni zxik'ni 23

Mk(X)= i=1 N — i=1 N

gdzie: M, (X) - oznacza moment zwykty rzedu K,
i=1, 2, ..., 1 -warianty (klasy) cechy X
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b) momenty centralne, ktére sa $rednimi odchylenn wartosci cechy od
ich sSredniej arytmetycznej podniesionych do potegi k; ich ogélna po-
sta¢ wyraza wzor:

2.4.

I (Xi _X)k'ni
mk(x)= =

N

gdzie: m (X) - oznacza moment centralny rzedu k.

Celowa wydaje sie prezentacja wybranych momentéw statystycznych.
I tak wsrod momentoéw zwykitych:
a) moment zwykty rzedu pierwszego jest miarg srednia i nosi nazwe
Sredniej arytmetycznej: X
|
XN,

Ml(x): i=1N =X,

b) moment zwykty rzedu drugiego jest srednig kwadratéw wartosci ce-
chy:

¢) moment zwyk}y rzedu trzeciego jest srednia szescianow wartosci ce-

chy:
|
2xn
|\/|3(X) == N
Wsréd momentéw centralnych:
a) moment centralny rzedu pierwszego jest zawsze réwny zero na mocy

jednej z wkasnosci sredniej arytmetycznej:
|

Z(Xi - X) N
X)=2 =0
m,(x) N
b) moment centralny rzedu drugiego jest miara rozproszenia wartosci

cechy i nosi nazwe warianc;j:
|

Z (Xi - X)Z N
m, ()= =5
N
¢) moment centralny rzedu trzeciego jest wykorzystywany do pomiaru
skosnosci w rozkladzie wartosci cechy:
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l (Xi _X)S'ni
m, (x) = +=—

d) moment centralny rzedu czwartego (w postaci standaryzowanej) wy-

korzystywany jest do pomiaru sptaszczenia rozktadu wartosci cechy:
|

2. (x =%)"n
m(x)=4=2%__
()= —
Nalezy dodaé, iz momenty statystyczne moga byc¢ ustalane zaréwno dla
szeregOw szczegotowych jak i rozdzielczych liczebnosci i czestosci. Jak wy-
nika z tej krétkiej prezentacji momenty statystyczne znajduja szerokie za-
stosowanie w badaniach statystycznych, a znaczna ich czes¢ peini role pa-

rametrow statystycznych.
2.3.2. Miary srednie i potozenia

Ta grupa miar wykorzystywana jest do opisu przecietnego poziomu ana-
lizowanego zbioru wartosci cechy. Miary te wskazuja wartos¢ najlepiej cha-
rakteryzujaca wszystkie realizacje wystepujace w szeregu statystycznym i
na og6ét mozliwe jest nadanie im odpowiedniej tresci. Analiza porownawcza
zbiorowosci statystycznych za pomoca tej grupy miar ma sens, gdy sa one
w miare jednorodne. W literaturze spotykany jest najczesciej nastepujacy
podziat tej grupy miar:

1) miary srednie klasyczne, czyli takie, ktére sa ustalane na podstawie
petnego zbioru wartosci cechy (innymi stowy: wszystkie jednostki
statystyczne badanej zbiorowosci maja wplyw na wartosc¢ takiej
miary). Najczesciej wykorzystywane miary srednie klasyczne to:
Srednia arytmetyczna, srednia geometryczna, srednia harmoniczna,
Srednie potegowe,

2) miary srednie pozycyjne, czyli takie o wartosci ktérych decyduja je-
dynie jednostki zajmujace okreslona pozycje w szeregu statystycz-
nym (innymi stowy: nie wszystkie wartosci cechy decyduja o pozio-
mie tej miary). Nalezy tu podkresli¢, iz nie wszystkie z nich mozna
okreslic mianem miar srednich w scistym tego stowa znaczeniu.
Czes¢ z nich ma raczej charakter miar potozenia i stuzy do opisu
rozmieszczenia wariantéw wartosci cechy. Podobny charakter po-
siadajg wykorzystywane w opisie parametrycznym momenty staty-
styczne. Zastosowanie niektérych z nich zostanie zaprezentowane w
dalszej czesci opracowania. Najczesciej stosowane pozycyjne miary
Srednie to wartos¢ dominujaca oraz wartos¢ srodkowa. Sposrod
miar potozenia nalezy wymieni¢ przede wszystkim kwartyle pierw-
szy, drugi i trzeci oraz decyle.
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Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna jest ilorazem sumy wszystkich wartosci cechy i li-
czebnosci tego zbioru. W zaleznosci od postaci materiatu statystycznego
nieco odmienne sa sposoby wyznaczania sredniej arytmetycznej. | tak:

a) w przypadku szeregu szczegotowego jest ona wyznaczana wedlug naste-

pujacego wzoru:
N
z X 2.5.

X: i=1
N

gdzie: X, - oznacza wartosci cechy przypisane i-tym jednostkom staty-

stycznym,
N - liczebnos¢ analizowanego zbioru wartosci cechy.
Tak wyznaczana srednia okresla sie niekiedy srednig arytmetyczng prosta
(niewazona, chociaz mozna réwniez przyjac, iz mamy tu do czynienia z ,wa-
gami” jednostkowymi). Procedure obliczania sredniej arytmetycznej dla tego
typu szeregu ilustruje ponizszy przykiad.

Przyktad 2.3.

Zebrano informacje dotyczace wynikéw egzaminu ze statystyki uzyskanych
przez studentéw grupy 3 drugiego roku studiow WSP w Watbrzychu.
Otrzymano nastepujacy szereg: 3,0; 4,5; 4,0; 5,0; 2,0; 3,5; 4,0; 3,0; 4,0; 5,0;
4,5; 3,5; 3,5; 4,0; 3,0; 2,0; 3,5; 5,0; 4,0; 3,5; 3,0; 5,0, 4,0; 3,0; 3,5; 3,5; 4,0;
3,5; 3,5. Obliczy¢ srednia ocen uzyskanych z egzaminu ze statystyki.

Rozwigzanie

Srednia arytmetyczna podanych ocen ustalimy wedtug wzoru 2.5. Suma
ujetych w szeregu 29 ocen wynosi 103,5, podstawiajac ja do wzoru otrzy-
mujemy:

X= —103’5 ~ 3,57
29
Uzyskana ocena srednia jest nieznacznie wyzsza od , dostatecznej plus”.
b) w przypadku szeregu rozdzielczego punktowego jej ustalanie odbywa sie
wedtug wzoru:

2.6.

gdzie: X, — oznacza wystepujace w szeregu warianty wartosci cechy
(i=1,2,....., k)
- fi — 0zhaczaja przypisane tym wartosciom ,wagi”; w szczegdlnym

przypadku moga to byc¢ liczebnosci (N, ) lub czestosci ( fi ).

n
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Srednia tak wyznaczana okreslana jest mianem sredniej arytmetycznej wa-
zonej, a procedure jej obliczania ilustruje przykiad 2.4.

Przykiad 2.4.
Zebrano informacje dotyczace wielkosci gospodarstw domowych za-
mieszkujacych miejscowos¢ ,K”. Otrzymano nastepujacy szereg:

Liczba os6b w | 1 2 3 4 5 6 7
gospodarstwie
Liczba 3 10 25 20 12 5 5
gospodarstw

Ustali¢ srednia wielkos¢ gospodarstwa domowego za pomoca sredniej aryt-
metycznej.

Rozwigzanie

Prezentowany szereg ma charakter szeregu rozdzielczego punktowe-
go (z cecha statystyczna liczbowa, skokowa). Wyznaczana srednia bedzie
miata charakter sredniej wazonej, gdzie ,wagami” sa liczebnosci gospo-
darstw o okreslonej wielkosci. Zgodnie z wzorem 2.6 wyznaczamy iloczyny

X, ‘N, (sa one umieszczone w kolumnie 3 ponizszej tabeli)

Liczba os6b w gospo- Liczba gospodarstw

darstwie domowym (X ) (n) WL

1 3 3

2 10 20

3 25 75

4 20 80

5 12 60

6 5 30

7 5 35
Razem 80 303

Sume iloczynéw podstawiamy do wzoru i otrzymujemy:
X = @ =~ 3,8 osoby
80

Srednia liczebnosé gospodarstwa domowego wynosi 3,8 osoby.
c) w przypadku szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi do jej
wyznaczenia wykorzystywany jest ponizszy wzor:

XzT lub X="2L 2.7.

gdzie: X, - oznacza srodek i-tego przedziatu klasowego (i = 1,2,...,k),
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n, fi - 0znaczaja ,wagi” przypisane poszczegolnym przedziatom
klasowym; w szczeg6lnym przypadku moga to by¢ liczeb-
nosci (N, ) lub czestosci ( f,).

Podanej formuty nie mozna stosowac, gdy w szeregu wystepuje chociaz
jeden otwarty skrajny przedziat klasowy (nie ma woéwczas mozliwosci wy-
znaczenia jego srodka). Powszechnie przyjmuje sie jednak mozliwos¢ wy-
znaczenia $redniej w takiej sytuacji, gdy liczebnos¢ takich przedziatéw jest
niewielka (do 5 % badanej zbiorowosci). Woéwczas dla przedziatu otwartego
przyjmuje sie rozpietosé¢ taka, jak dla pozostatych klas. Wyznaczanie sred-
niej dla szeregu z przedziatami klasowymi ilustruje przykiad 2.5.

Przyktad 2.5.

Wsréd studentéw Il roku Wydziatu Socjologii zebrano informacje doty-
czace ich wzrostu. Uzyskane dane ujeto w ponizszym szeregu z przedziata-
mi klasowymi:

Wzrost w cm Liczba studentow

(%) (n)

150 - 158 12
158 - 166 26
166 - 174 45
174 - 182 32
182 - 190 15
Razem 130

Ustali¢ sredni wzrost studentéw Il roku Wydziatu Socjologii.

Rozwigzanie:

Uzyskane informacje ujeto w postaci szeregu z przedziatami klasowymi, co
powoduje konieczno$é ustalenia srodkow tych przedziatéw. W ponizszej ta-
blicy roboczej ujeto je w kolumnie 3 i zostalty one wyznaczone jako srednia
arytmetyczna z gérnej i dolnej granicy kazdego przedziatu.

Wzrost w cm Liczba studentow . .
(%) M) X X
1 2 3 4
150 - 158 12 154 1848
158 - 166 26 162 4212
166 - 174 45 170 7650
174 - 182 32 178 5696
182 - 190 15 186 2790
Razem 130 X 22196

W kolumnie 4. ustalono iloczyny X ‘N, a po wstawieniu ich sumy do
wzoru 2.7 otrzymujemy:

X = & =170,74 cm
130

Sredni wzrost studentéw wynosi okoto 170,74 cm.
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Nalezy podkresli¢, ze o ile w przypadku dwoch pierwszych formut usta-
lona wartos¢ srednia bardzo wiarygodnie odzwierciedla przecietny poziom
wartosci cechy w badanej zbiorowosci, to w trzecim przypadku ma ona ra-
czej charakter szacunkowy, odbiegajacy niekiedy dos¢ znacznie od faktycz-
nego poziomu Sredniego i odchylenie to moze wzrasta¢ wraz ze zwieksza-
niem rozpietosci przedziatéw klasowych.

Powszechnie srednia arytmetyczna uwazana jest za parametr sredni o
najkorzystniejszych wtasnosciach. Za najwazniejsze sposrdd nich uwaza sie
nastepujace:

e jako parametr klasyczny ustalana jest na podstawie wszystkich
wartosci cechy, a wiec posiada wysoka wartos¢ poznawcza (w
odréznieniu np. od parametréw pozycyjnych),

e suma wazona odchylen poszczeg6lnych wartosci cechy od ich
Sredniej arytmetycznej wynosi zawsze zero, co wynika z faktu, ze
Srednia ta petni role ,srodka ciezkosci” analizowanego zbioru
wartosci cechy. Wlasnos¢ te mozna zapisac relacja:

N k k

D% =%)=>(x —x)n Z =0

i=1 i=1

e wazona suma kwadratéw odchylen poszczegolnych wartosci ce-
chy od ich sredniej arytmetycznej jest najmniejsza z mozliwych,
€O mozna zapisa¢ nastepujaca zaleznoscia:

N 2 k k 2
— —\2 . — -
Z(Xi _X) =Z(Xi _X) N, =Z(Xi _X) ‘N, =min
i=1 i=1 i=1
Wiasnos¢é ta jest wykorzystywana w znanej z ekonometrii meto-
dzie najmniejszych kwadratow.

e jesli w szeregu rozdzielczym wszystkie wagi (W) - w szczeg6lnym
przypadku beda to liczebnosci (n;) badz czestosci (fi) - pomno-
zymy (badz podzielimy) przez ten sam czynnik g, to srednia
arytmetyczna wartosci cechy z nowym systemem wag (V,), gdzie:

V\/i
V, =W q lub Vi =—,

q

bedzie identyczna jak srednia liczona wedtug pierwotnych wag
(W) . Mozna to ujac‘ w nastepujacej relacji:

X W Zx,v
_1 _

w3

Wynika to z faktu, ze wartosé sredniej arytmetycznej nie zalezy od
absolutnych wielkosci wag, lecz od proporcji wystepujacych miedzy
nimi,

X=
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jesli wszystkie wartosci cechy X podzielimy (badz pomnozymy)
przez te sama wielkos¢ g to srednia arytmetyczna tak zmienionych
wartosci cechy bedzie g-krotnie mniejsza (lub g-krotnie wieksza) od
sredniej pierwotnych wartosci cechy. Wiasnos¢ te mozna zapisaé na-
stepujacymi relacjami:

k
K (x DX,
sh B
=1\ @ = N X ub
N q q
k
Z(Xi'q)'ni Xi'ni
= i=1 . = ¥X.
N = N q=X-q

gdzie: X - srednia arytmetyczna pierwotnych wartosci cechy.

jesli do wszystkich wartosci cechy X dodamy (badz od wszystkich
wartosci odejmiemy) te sama wielkosé g to srednia arytmetyczna tak
zmienionych wartosci cechy bedzie o wielkosé¢ q wieksza (lub o wiel-
kosé q mniejsza) od sredniej liczonej dla pierwotnych wartosci cechy.
Wiasnos¢ te ujmuja ponizsze relacje:

K
(Xi +Q)'ni zxi'ni

1 — | =t -5 lub

N N +q X+q

k

: (Xi _Q)'ni in'ni

N N

gdzie: X - srednia arytmetyczna pierwotnych wartosci cechy.

jesli badana zbiorowosé podzielimy na kilka podzbiorowosci to sred-
nia arytmetyczna dla calej zbiorowosci bedzie srednia arytmetyczna
ze Srednich tych podzbiorowosci,

|
X; N,
— ]

]
x;’l =

|
xn X
j=1 j=1

|
X; - f,
=1
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gdzie: XJ. - Srednie arytmetyczne wyodrebnionych podzbiorowosci

(j=12,...1),
n;, fj - liczebnosci badz czestosci odpowiadajace tym podzbio-
rowosciom.
e jest wykorzystywana do wyznaczania wielu innych parametréow sta-

tystycznych.

Srednia arytmetyczna z uwagi na sposob jej wyznaczania moze byé wy-
korzystywana dla oznaczania przecietnego poziomu wartosci cech jedynie
typu liczbowego. Dla cech opisowych wyrazanych na skali nominalnej wia-
Sciwg miarg sredniq jest dominanta, zas dla cech mierzonych na skali po-
rzgdkowej — mediana bgdzZ dominanta. Miary te zostana omdéwione w dalszej
czesci opracowania.

Srednia geometryczna

Nalezy do klasycznych parametréw $rednich i jest stosowana do wyzna-
czania sredniego poziomu wartosci cechy podanych w postaci szeregu cza-
sowego momentow. Jej typowe wykorzystanie to badanie Sredniego tempa
zmian. Wyznaczana jest ona wedtug wzoru:

Xg = NX Xy Xy 2.8.

gdzie: X,X,,...., Xy - 0znaczaja wystepujace w szeregu czasowym warto-
§ci cechy.

Jako podstawowe uznaje sie nastepujace wlasnosci sredniej geometrycznej:
obliczana jest jedynie dla dodatnich wartosci cechy; jesli cho¢ jedna war-
tos¢ cechy wynositaby zero, miara réwniez przyjmie wwartosc¢ zero,
jest ona mniej wrazliwa od sredniej arytmetycznej na zréznicowanie warto-
Sci cechy.
Procedure wyznaczania sredniej geometrycznej ilustruje ponizszy przykiad.

Przykiad 2.6.
Informacje dotyczace liczby mieszkancéw miejscowosci ,,K” w latach 1991 -
1997 zawiera ponizsza tablica 2.2.
Tablica 2.2. Mieszkancy miejscowosci ,,K” w latach 1991 - 1997
(stan na 31.12.)

Liczba mieszkarncéw
Lata P
(w tys. os6b)
1991 15,9
1992 16,3
1993 15,7
1994 16,0
1995 17,1
1996 17,5
1997 18,0

Zrédto: Dane umowne
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Na podstawie podanych informacji obliczy¢ przecietna liczbe mieszkancow
tej miejscowosci w badanym okresie.

Rozwigzanie:

Informacje podano w postaci szeregu czasowego momentéw (liczba miesz-
kancow na koniec kazdego roku), a wiec dla obliczenia poziomu sredniego
wykorzystana zostanie srednia geometryczna. Jej obliczenia dokonamy we-
diug wzoru 2.8. i po podstawieniu danych otrzymujemy:

Xy = 7\/15,9 -16,3 -15,7 -16,0 -17,1 17,5 -18,0 =16,62

Uzyskany wynik informuje, ze przecietna liczba mieszkancéw miejscowosci
K’ w latach 1991 - 1997 wynosita 16,62 tys. oséb.

Dominanta

Dominanta, oznaczana jako D(x), zwana réwniez wartoscig modalng
badz typowgq, jest wartoscia cechy wystepujaca najliczniej (najczesciej) w
badanej zbiorowosci. Zaleca sie wykorzystywanie tego parametru gtéwnie w
przypadku badania zbiorowosci ze wzgledu na cechy opisowe, gdyz ograni-
czone sg wowczas mozliwosci wykorzystywania innych parametréw sred-
nich.

Procedura wyznaczania tego parametru w przypadku szeregu szczeg6-
towego i rozdzielczego punktowego polega na wskazaniu takiej wartosci ce-
chy, ktéra w zgromadzonym materiale statystycznym powtarza sie najcze-
sciej (o ile taka wartos¢ wystepuje). W przyktadzie 2.3 bedzie to ocena 3,5,
poniewaz wystepuje ona najliczniej (az 9-krotnie). W szeregu rozdzielczym
punktowym ( zob. przyktad 2.4), najliczniej wystepujaca wielkoscia gospo-
darstwa domowego jest gospodarstwo 3-osobowe; takich gospodarstw jest
25, a wiec dominanta wynosi 3.

W przypadku szeregu z przedziatami klasowymi procedura wyznaczania
dominanty jest bardziej skomplikowana. Okresla sie w takim przypadku jej
wartosc¢ przyblizona. Mozna tego dokona¢ metodg graficzng bgdz analitycz-

naq.

Metoda graficzna opiera sie na wykorzystaniu histogramu, na ktéorym w
najwyzszym stupku prowadzone sa dwa odcinki biegnace po przekatnej do
wysokosci sasiadujacych stupkéw, a punkt ich przeciecia ,zrzutowany” na
0§ odcietych wyznacza przyblizona wartos¢ dominanty. Procedure te opartg
na danych z przyktadu 2.5 ilustruje rys. 2.9.
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Rys. 2.9
Wyznaczanie dominanty metoda graficzna
liczba studentéw
50
45
40
32
30
26
20
15
12
10
— wzrost

150 158 166 174 182 190
D(x)=170,75cm

Zrodio: opracowanie wiasne

Podejscie analityczne umozliwia oszacowanie wartosci dominanty meto-
da interpolacyjna przy wykorzystaniu wzoru:

Ny — Ny 4

‘h 2.9.
n, — n0—1)+ (no - no+1) ’

D(X)=X0+(

gdzie: X, — dolna granica przedziatu dominujacego,
h, - rozpietosé¢ przedziatu dominujacego,
N, - liczebnos¢ (czestos¢) przedziatu dominujacego,
N,_, — liczebnosc (czestosc) przedziatu poprzedzajacego przedziat
dominujacy,
N,,, — liczebnosc¢ (czestosc) przedziatu nastepnego po przedziale

dominujacym.
Przy wykorzystaniu podanego wzoru oszacujmy dominujacy wzrost dla
danych z przykiadu 2.5. Przedziatem dominanty bedzie przedziat 166 — 174

cm, w ktorym wystepuje najwyzsza liczebnosc¢ (N, =45). Wstawiajac odpo-
wiednie dane do wzoru 2.9. otrzymujemy:
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4526
(45— 26)+(45-32)

D(x) =166+ .8=166+4,75=170,75 cm

Otrzymany wynik wskazuje, iz dominujacy wzrost w badanej zbiorowo-
§ci wynosi okoto 170,75 cm. Jest to oczywiscie wielkos¢ przyblizona i w ba-
danej zbiorowosci moze w ogéle nie wystepowacé. W takim przypadku domi-
nante nalezy traktowac jako wartosé cechy, wokét ktérej skupiona jest naj-
wieksza liczba jednostek badanej zbiorowosci.

Wyznaczanie dominanty w szeregu z przedziatami klasowymi jest moz-
liwe, gdy przedziat dominanty i przedziaty bezposrednio z nim sasiadujace
posiadaja jednakowa rozpietosc. Jesli przedziatem dominanty jest jeden ze
skrajnych przedziatéw w szeregu (pierwszy lub ostatni), woéwczas przyjaé
nalezy liczebnos¢ réwna zero dla przedziatu poprzedzajacego - w pierwszym
przypadku lub dla przedzialu nastepnego - w drugim przypadku. Jesli w
szeregu wystepuja przedziaty klasowe o zréznicowanej rozpietosci woéwczas
dominante, a scislej ujmujac jej przedziat okreslamy przez wyznaczenie
przedziatu o najwyzszym natezeniu liczebnosci lub czestosci.

Podsumowujac stwierdzi¢ réwniez nalezy, ze jakkolwiek dominanta ko-
jarzy sie najczesciej z wystepowaniem w szeregu jednej wartosci dominuja-
cej, to w praktyce mozna sie spotkac réwniez z przypadkami wystepowania
rozktadow bimodalnych (wystepuja dwie dominanty) badz nawet trimodal-
nych (trzy dominanty). Takie przypadki wymagaja jednak dodatkowej anali-
zy zebranego materiatu statystycznego w celu stwierdzenia, czy ta ,wielo-

modalnos¢” ma charakter systematyczny (regularny).
Mediana

Mediana, oznaczana w dalszym ciagu jako Me(x), zwana réwniez warto-
dciq srodkowg nalezy do grupy miar pozycyjnych okreslanych mianem
kwartyli (jest kwartylem drugim). Jest ona wartoscia cechy dzielacg badanag
zbiorowos¢é na dwie réwnoliczne czesci: potowe jednostek o wartosciach ce-
chy mniejszych lub réwnych medianie i druga potowe o wartosciach cechy
wiekszych lub réwnych medianie. Sposéb wyznaczania mediany uzaleznio-
ny jest od typu szeregu, w ktéorym ujeto zgromadzony materiat statystyczny.

Procedura wyznaczania mediany w szeregu szczeg6towym i rozdziel-
czym punktowym jest podobna. W szeregu szczegétowym procedura ta wy-
maga w pierwszej kolejnosci uporzadkowania (w ciagu rosnacym badz ma-
lejacym) takiego szeregu (szereg rozdzielczy punktowy najczesciej jest juz
uporzadkowany). Dalsze postepowanie uzaleznione jest od liczebnosci ba-
danej zbiorowosci:

a) gdy liczebnosé¢ ta jest nieparzysta, mediane stanowi wartos¢ cechy

wystepujaca u jednostki srodkowej. Jesli liczebnos¢ zbiorowosci
oznaczymy jako N, to mediana bedzie wartoscia cechy wystepujaca

u jednostki o numerze N +1  co mozna wyrazi¢ nastepujaco:
2
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Me(X) = Xy

2

b) w przypadku parzystej liczby jednostek mediana bedzie srednig
arytmetyczna wartosci cechy wystepujacych u dwéch jednostek

srodkowych o numerach: '\; i ';l +1 » CO mozna wyrazi¢ wzo-
rem:
Xy + Xy
— —+1
Me<X)= 2 > 2 2.10.

W przypadku wyznaczania mediany w szeregu rozdzielczym dla bardzo
licznej zbiorowosci wskazane jest skumulowanie takiego szeregu, gdyz
znacznie ulatwia to ustalenie tego parametru.

Procedure wyznaczania mediany dla wymienionych typow szeregéw ilu-
struja przyktady 2.6 i 2.7.

Przyktad 2.6

Na podstawie informacji podanych w przyktadzie 2.3 wyznaczy¢ media-
ne uzyskanych ocen z egzaminu ze statystyki.

Rozwigzanie:

Badany zbiér liczy 29 ocen (liczebnosé nieparzysta), wobec tego mediane
stanowi ocena o numerze (29 + 1)/2 = 15. Aby ja wyznaczy¢ dokonujemy
uporzadkowania danych i w rezultacie otrzymujemy szereg o postaci: 2,0;
2,0; 3,0; 3,0; 3,0; 3,0; 3,0; 3,5; 3,5; 3,5; 3,5; 3,5; 3,5; 3,5; 3,5; 3,5; 4,0, 4,0;
4,0; 4,0; 4,0; 4,0; 4,0; 4,5; 4,5; 5,0; 5,0; 5,0; 5,0. Ocena zajmujaca srodkowe
miejsce w szeregu (tj. ocena o0 numerze 15) wynosi 3,5. Ocena ta stanowi
mediane.

Przyktad 2.7.

Na podstawie informacji podanych w przykitadzie 2.4 okreslic mediane
wielkosci gospodarstw domowych.
Rozwigzanie

Informacje zostaly ujete w postaci szeregu rozdzielczego punktowego.
Dla utatwienia wskazania mediany dokonujemy kumulowania liczebnosci
(kolumna 3. ponizszej tabeli):
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Liczba os6b w gospodar- . Liczba gospodarstw
. Liczba gospodarstw
stwie domowym (n) skumulowana
(xi) ' (cum ni)
1 2 3
1 3 3
2 10 13
3 25 38
4 20 58
5 12 70
6 5 75
7 5 80
Razem 80 X

Badana zbiorowos¢ obejmuje parzysta liczbe gospodarstw, mediane
stanowi wobec tego $rednia arytmetyczna liczby os6b w rodzinie dla gospo-
darstw o numerach: 80/2 = 40 (80/2) +1 = 41. W szeregu skumulowanym
zauwazamy, iz sa to gospodarstwa o jednakowej liczbie os6b wynoszacej 4,
wobec czego mediana liczby oséb w gospodarstwie wynosi 4.

W przypadku szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi opisuja-
cego zwykle zbiorowosci ze wzgledu na ceche liczbowa ciagta wyznaczanie
mediany — podobnie jak dominanty — ma charakter szacunkowy. M. in. z
uwagi na ten fakt nie wyréznia sie tu odmiennego postepowania dla parzy-
stej i nieparzystej liczebnosci badanej zbiorowosci. Wartosé¢ mediany moze
by¢ oszacowana dwiema metodami: graficzng bgdz analityczng.

Metoda graficzna wymaga wykreslenia w uktadzie wspotrzednych histo-
gramu i diagramu kumulacyjnego. Na osi rzednych wyznaczamy punkt od-

. . . . - N . .- . .. . , .-
powiadajacy wielkosci --(mediana dzieli zbiorowos¢ na dwie réwne czesci).

Z wysokosci tego punktu prowadzimy prosta réwnolegta do osi odcietych,
az do punktu jej przeciecia z linia diagramu. Ten punkt przeciecia ,zrzuto-
wany” na 0§ odcietych wyznacza przyblizona wartosé¢ mediany.

Metoda analityczna zaklada interpolacje wartosci mediany wedtug po-
nizszego wzoru:

Me(x) = x, + 2 ot h, 2.11.
r]0
gdzie: X,— dolna granica przedziatu mediany,
N, - liczebnosc (czestosc) przedziatu mediany,
h, - rozpietosé przedziatu mediany,
cum, - liczebnosé (czestosc) skumulowana do przedziatu poprze-
dzajacego przedziat mediany.
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W przypadku obu metod zaktada sie rownomierne roztozenie jednostek
w caltym przedziale mediany, co uprawnia do korzystania z podanych wyzej
regut postepowania.
Procedure szacowania mediany metodami analityczng i graficzna ilustruje
przyktad 2.8.

Przykiad 2.8.
Na podstawie informacji podanych w przyktadzie 2.5 ustali¢ mediane
wzrostu w badanej grupie studentéw.

Rozwigzanie
Dla potrzeb metody analitycznej i graficznej dokonujemy kumulowania
liczebnosci jak w kolumnie 3. ponizszej tabeli:

Wzrost w cm Liczba studentow Liczba studentow
skumulowana
(xi) (ni) _
(cum nj)
1 2 3
150 - 158 12 12
158 - 166 26 38
166 — 174 45 83
174 - 182 32 115
182 - 190 15 130
Razem 130 X

Metoda analityczna - zgodnie z wzorem 2.11 - wymaga wyzhaczenia w

pierwszej kolejnosci przedzialu mediany; jest to przedziat, dla ktérego

cumn; jest nie mniejsze niz N (w naszym przyktadzie jest to przedziat
2

166 — 174 cm). Po podstawieniu odpowiednich wielkosci do podanego wzoru

otrzymujemy:

Me(x) = 166 + 24—5 .8=1708 cm

Uzyskana wielkosé oznacza, iz wzrost osoby ,srodkowej” wynosi okoto
170,8 cm.

W przypadku metody graficznej wykreslamy histogram i diagram li-
czebnosci skumulowanej, a nastepnie zgodnie z podana procedura wyzna-
czamy wartos¢ mediany (zob. rys 2.10).
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Rys. 2.10
Wyznaczanie mediany metoda graficzna
skumulowana
liczba studentoéw
i
1401

130

1201
115

1001

40+

20+

L » wzrost

150 158 166 174 182 190
Me(x)=170,8 cm

Zrodto: opracowanie wiasne

Oszacowana ta metoda wartosé mediany jest zblizona do uzyskanej metoda
analityczna.

Podsumowujac nalezy wskazaé¢, ze wartos¢ mediany nie zalezy od
skrajnych wartosci cechy, co oznacza, iz moze by¢ ona wyznaczana dla sze-
regow z otwartymi przedziatami skrajnymi. Nalezy rowniez podkresli¢ naj-
wazniejsza wilasnosé tego parametru: suma bezwzglednych odchylen
wszystkich wartosci cechy od mediany jest minimalna, co mozna uja¢ na-
stepujaca relacja:

N N
2 —Me(3)] < > [x -Z],
i=1 i=1
gdzie: Z - dowolna wartos¢ liczbowa.
Inne parametry potozenia
Dzielac badang zbiorowos¢ na dowolna liczbe czesci uzyskujemy mozli-

wos¢é wyznaczenia parametrow okreslanych ogolnym mianem kwantyli.
Sposrdd nich najczesciej wykorzystywane sa kwartyle dzielace zbiorowosé
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na cztery réwnoliczne czesci (inne to: decyle dzielace zbiorowosé na dzie-
sietne czesci oraz centyle dzielace zbiorowos¢ na setne czesci).

Kwartyle dziela uporzadkowanag zbiorowos¢ na jednakowo liczne
~cwiartki”: kwartyl pierwszy oddziela pierwsze 25% badanej zbiorowosci od
pozostatych 75 %, kwartyl drugi oddziela pierwsze 50% zbiorowosci od po-
zostatej potowy; jest to wiec poznana juz mediana, kwartyl trzeci oddziela
pierwsze 75% badanej zbiorowosci od pozostatych 25%. Procedura wyzna-
czania kwartyli: pierwszego i trzeciego jest zblizona do metodyki ustalania
mediany; réznica sprowadza sie jedynie do innego potozenia tych parame-
trow. Dodatkowo przyjmuje sie, iz parametry te winny by¢ wyznaczane dla
licznych zbiorowosci; unika sie woéwczas sytuacji, gdy wyznaczona wartosé
parametru nie moze by¢ przyporzadkowana konkretnej jednostce.

W przypadku wyznaczania kwartyli dla szeregu szczegétowego (oczywi-
scie w postaci uporzadkowanej) badz rozdzielczego punktowego: kwartyl
pierwszy bedzie odpowiadat wartosci cechy wystepujacej u jednostki o nu-

merze I zas kwartyl trzeci — o numerze T W szeregu rozdzielczym z

przedziatami klasowymi mozna — podobnie jak w przypadku mediany - za-
stosowac¢ metode analityczng lub graficzng.

W przypadku metody analitycznej kwartyl pierwszy bedzie wyznaczany
zgodnie z wzorem:

E cum,
4 o 2.12.
Q)=+ A—
Ny
zas kwartyl trzeci wedtug wzoru:
3N cum,
ot 2.13.
Q) =% +-4—
N
gdzie: X,— dolna granica przedziatu zawierajacego kwartyl pierwszy badz

trzeci,
N, - liczebnos¢ (czestosc) przedziatu zawierajacego kwartyl pierw-
szy badz trzeci,

h‘) — rozpietosé przedziatu zawierajacego kwartyl pierwszy badz
trzeci,
cum, - liczebnos¢ (czestosé) skumulowana do przedziatu poprze-
dzajacego przedziat zawierajacy kwartyl pierwszy badz trzeci.
Metoda graficzna wymaga wykreslenia histogramu i diagramu kumula-
cyjnego, na ktérym - podobnie jak w przypadku mediany - wskazujemy
przyblizona wartos¢ wymienionych kwartyli. Procedure wyznaczania kwar-
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tyli pierwszego i trzeciego dla szeregu z przedziatami klasowymi ilustruje
przykifad 2.9.

Przyktad 2.9.
Na podstawie informacji podanych w przyktadzie 2.5. oszacowac¢ wartosci
kwartyli pierwszego i trzeciego dla wzrostu badanej grupy studentéw.

Rozwigzanie
Dla potrzeb metody analitycznej i graficznej dokonujemy kumulowania li-
czebnosci jak w ponizszej tabeli:

Wzrost w cm Liczba studentéw Liczba studentow
(X) (n) skumulowana
% n (cum nj)
1 2 3
150 - 158 12 12
158 — 166 26 38
166 - 174 45 83
174 — 182 32 115
182 - 190 15 130
Razem 130 X

Metoda analityczna.
Kwartyl pierwszy znajduje sie w przedziale 158 — 166, poniewaz cum ni

N
dla tego przedziatu jest nie mniejsze niz Z tj. 32,5, zas kwartyl trzeci w
przedziale 174 - 182, poniewaz cum n; dla tego przedziatu jest nie mniejsze
od T tj. 97,5. Po podstawieniu odpowiednich danych do wzoréw 2.12 i

2.13 otrzymujemy:

Q,(x)= 15e+% -8=164,3 cm,

Q.(x) :174+$ .8=177,6 cm.

Metoda graficzna

Po wykresleniu histogramu i diagramu powyzszego szeregu kumulacyj-
nego dokonujemy oszacowania wartosci odpowiednich kwartyli jak na
rys 2.11.
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Rys. 2.11
Wyznaczenie kwartyli 1 i 3 metoda graficzna

skumulowana
liczba studentéw
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Zrodio: opracowanie wiasne
2.3.3. Miary zmiennosci

Miary zmiennosci, okreslane rowniez mianem miar rozproszenia badz
dyspersiji, stuza do pomiaru poziomu zréznicowania wartosci cechy w ba-
danej zbiorowosci. Pomiar zmiennosci moze by¢ wyrazony w jednostkach
naturalnych lub stosunkowych. W zwiazku z tym wyrdznia sie dwie grupy
tych miar:

a) absolutne miary zmiennosci, ktére maja charakter miar mianowa-

nych,

b) wzgledne miary zmiennosci, ustalane w relacji do przecietnej warto-

Sci badanej cechy.

Biorac pod uwage spos6b ustalania wartosci tych miar mozna dodatko-
wo wyodrebni¢:

a) pozycyjne miary zmiennosci, ktore sa ustalane w oparciu o wartosci

cechy zajmujace okreslone miejsce (pozycje) w badanym szeregu,

b) klasyczne miary zmiennosci, ktore sa ustalane przy wykorzystaniu

petlnego zbioru wartosci cechy.

Do absolutnych, pozycyjnych miar zmiennosci zalicza sie obszar zmien-
nosci (rozstep) i odchylenie éwiartkowe; zas do absolutnych, klasycznych
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miar zmiennosci: wariancje, odchylenie standardowe, odchylenie przecietne.
Grupe wzglednych miar zmiennosci reprezentuje wspoétczynnik zmiennosci,
ktory jest ilorazem absolutnych miar zmiennosci i wybranych miar sred-
nich badanej cechy.

Obszar zmiennosci
Obszar zmiennosci zwany réwniez rozstepem wartosci cechy oznaczany

jako R(X) stanowi najprostsza miare zmiennosci i jest okreslany jako roéz-
nica miedzy najwyzsza ( X, ) i najnizsza ( X, )* wartoscia badanej cechy, co
mozna wyrazi¢ wzorem:

R(X)= X, — X, 2.14.

Z uwagi na fakt, ze miara ta uwzglednia jedynie dwie skrajne wartosci
cechy, moze ona mato wiarygodnie odzwierciedla¢ poziom zréznicowania
badanej cechy (zwlaszcza, gdy wartosci skrajne istotnie odbiegaja od typo-
wych wartosci cechy). Miara ta moze by¢ stosowana do wstepnego badania
zmiennosci. Praktyczne jej wykorzystanie ma miejsce w przypadku kon-
strukcji szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi, gdyz zachodzi
wowczas koniecznosé okreslenia liczby i wielkosci klas w ten sposéb, by ob-
jety one cala rozpietos¢ wartosci cechy.

Odchylenie éwiartkowe
Odchylenie ¢wiartkowe oznaczane jako OC(X) stanowi potowe réznicy
miedzy kwartylami trzecim - Q,(X) i pierwszym - Q,(X), co mozna wyrazi¢
wzorem:

X)— X
OC(X)=—Q3( )-Q() 2.15.
2
W literaturze podaje sie rowniez sposéb inny sposéb wyznaczania od-
chylenia ¢wiartkowego. Zgodnie z nim parametr ten definiuje sie jako sred-

nig arytmetyczna odchylen kwartyli pierwszego i trzeciego od mediany.
Mozna to wyrazi¢ wzorem:

0, - @)~ Mb)@ (] e

C

Jak tatwo zauwazyc¢ po niewielkim przeksztatceniu ta posta¢ wzoru mo-
ze by¢ zredukowana do postaci 2.15. W poréwnaniu z poprzednia miara od-
chylenie éwiartkowe pozbawione jest wplywu jednostek ,nietypowych” dla

4 w przypadku szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi wielkosciami tymi sa odpo-
wiednio: gérna granica ostatniego i dolna granica pierwszego przedziatu.
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badanej zbiorowosci, dla ktérych wartosci cechy wyraznie odbiegaja od po-
zostatych, na wartos¢ tej miary. Wartosci ,nietypowe” znajda sie bowiem
albo ponizej kwartyla pierwszego, albo powyzej kwartyla trzeciego. Manka-
mentem tej miary jest problem z nadaniem jej tresci merytorycznej, dlatego
miara ta jest rzadko stosowana. Zalecana jest wéwczas, gdy w szeregu wy-
stepuja skrajne klasy otwarte i nie ma mozliwosci zastosowania klasycz-
nych miar zmiennosci.

Wyznaczajac omoéwione wyzej miary zmiennosci dla danych z przykiadu
2.3 otrzymujemy:

R(X) = X,ax — Xin= 7 — 1 = 6 0s06b

0,.(x)= Q3(X);Ql(x) = 5;3 =1 osoba

Wariancja
Wariancja (od taciriskiego stowa variare- zmieniacé sie, roznié sie) nalezy
do klasycznych, absolutnych miar zmiennosci i mozna ja definiowac¢ jako
srednia kwadratéw odchylen poszczegdlnych wartosci cechy od ich sredniej
arytmetycznej. W zaleznosci od postaci materiatu statystycznego wariancja,

oznaczana w dalszej czesci jako S°(X) bedzie wyznaczana wedtug poniz-

szych wzoréw:
a) dla szeregu szczeg6towego:

N
=\2
- X
¢(x)= = (% -%) 2.17.
N

b) dla szeregu rozdzielczego punktowego:

Zk:(xi -x)n 2.18.
s?(x) == N

c) dla szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi:

k
(Xi - )_()2 0
s?(x) == N 2.19.

Jakkolwiek wzory 2.18 i 2.19 odnoszg sie do szeregéw liczebnosci, to
jednak - podobnie jak w przypadku sredniej arytmetycznej - liczebnosci te

(N ) moga byc¢ zastapione czestosciami ( fi ), natomiast liczebnos¢ ogdlna (N)
suma czestosci rowna 1 lub 100 (w zaleznosci od sposobu jej wyrazenia).
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Istotnym mankamentem wariancji jest to, ze jej miano nie jest natural-
nym dla badanej cechy, co wynika z potegowania odchylen wartosci cechy
od Sredniej arytmetycznej. Utrudnia to nadanie jej wartosciom tresci mery-
torycznej. W praktyce wykorzystuje sie pierwiastek kwadratowy z wariancji
okreslany mianem odchylenia standardowego. Niemniej wariancja posiada
wiele pozytywnych wiasciwosci, do ktérych mozna zaliczy¢ nastepujace:

a)

b)

c)

gdzie:

d)

e)

jako klasyczna miara zmiennosci liczona jest w oparciu o wszystkie
wartosci cechy, a warunkiem jej wyznaczenia jest znajomos¢ sred-
niej arytmetycznej w stosunku do ktorej jest obliczana,

przyjmuje tylko wartosci nieujemne; wartosc¢ zerowa osiaga w przy-
padku cechy statej (wéwczas wszystkie wartosci cechy sa identycz-
ne),

jesli w szeregu rozdzielczym wszystkie wagi -W (w szczegolnym

przypadku n lub fi ) pomnozymy badz podzielimy przez te sama

wielkosé q, to wariancja liczona przy tak zmienionym systemie wag
bedzie identyczna jak wariancja pierwotna (zauwazmy, ze wariancja
»,Zzachowuje sie” w tej sytuacji identycznie jak srednia arytmetyczna);
wihasnosé te mozna wyrazi¢ w sposéb nastepujacy:

k

3 5= % ) X (x - %

i=1

k - k

Z (Wi : Q) Z Wi

i=1 i=1

W — wagi przypisane poszczegélnym wartosciom cechy (w szcze-

golnym przypadku beda to liczebnosci N, lub czestosci fi ,
g - wielkos¢ stata,
jesli wszystkie wartosci cechy pomnozymy badz podzielimy przez te
sama wielkos¢ q, to wariancja tak zmienionych wartosci cechy be-
dzie g2 razy wieksza w przypadku mnozenia lub g2 razy mniejsza w
przypadku dzielenia od wariancji pierwotnych wartosci cechy; wia-
snosc¢ te wyrazaja ponizsze réwnosci:

s*(x- q)=5"(x)- s{fj _ SZ(ZX)

jesli do wszystkich wartosci cechy dodamy lub od wszystkich warto-
§ci cechy odejmiemy te sama wielkos¢ q, to wariancja tak zmienio-
nych wartosci cechy bedzie identyczna jak wariancja pierwotnych
wartosci cechy; wyraza to ponizszy zapis:

s'(x+q)="(x) $'(x-q)=5"(x)
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f) jesli zbiorowos¢ podzielimy na dowolna liczbe podzbiorowosci czast-
kowych (grup), to wariancja og6lna badanej cechy bedzie suma wa-
riancji srednich grupowych i sredniej wariancji wewnatrzgrupowych,
CO mozna wyrazi¢ wzorem:

$(x)=5"(x)+(x,),
gdzie: S*(X) - wariancja ogélna cechy X,

§2j (X) - §rednia wariancji wewnatrzgrupowych, (j=1,2,.., k; k =
liczba wyodrebnionych grup)

CY (ij) — wariancja srednich grupowych.

Na podstawie podanej formuty mozna stwierdzié, ze na ogoélne zréz-
nicowanie wartosci cechy wptywa tacznie wewnatrzgrupowe zrézni-
cowanie tej cechy, jak réwniez zréznicowanie miedzygrupowe. Poda-
na relacja jest okreslana mianem réwnosci wariancyjnej

g) wariancja stanowi réznice miedzy srednia arytmetyczna kwadratéw
wartosci cechy a kwadratem sredniej arytmetycznej wartosci tej ce-
chy:

$09=00)-(xf

Jak juz wspomniano w badaniach zmiennosci wykorzystuje sie pierwia-
stek z wariancji zwany odchyleniem standardowym. Z uwagi na te prosta
zaleznosé procedury obliczania obu parametrow zostana zilustrowane tacz-
nie.

Odchylenie standardowe

Stanowi ono najczesciej wykorzystywang miare zmiennosci. Procedure
obliczania odchylenia standardowego oznaczanego zwykle jako S(X) mozna
wyrazi¢ ogélnym wzorem:

s(x) =./s° (x) 2.20.

W zaleznosci od postaci materiatlu statystycznego odpowiednie wzory
umozliwiajace w takich przypadkach wyznaczenie odchylenia standardowe-
go przyjma postac:

a) dla szeregu szczegb6towego

2.21.
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b) dla szeregu rozdzielczego punktowego

2 (x=%)"n 2.22.

c) dla szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi

i(xi -%)"n, 2.23.
s(x)=1/-= N

Wystepujace we wzorach 2.21 i 2.23 liczebnosci moga byé zastapione
czestosciami. Ustalona wartos¢ odchylenia standardowego informuje, o ile
przecietnie réznig sie wartosci cechy wystepujace u poszczegdlnych jedno-
stek statystycznych od ich wielkosci sredniej.

Podstawowe wiasnosci odchylenia standardowego wynikaja z odpowiednich
wilasnosci wariancji; niektére stanowia ich niewielka modyfikacje.

Ustalenie wartosci sredniej arytmetycznej i odchylenia standardowego
pozwala na okreslenie typowego obszaru zmiennosci dla badanej cechy.

Obszar ten zawiera sie w przedziale: X+ S(X). W obszarze tym zawiera sie

okoto 2/3 wszystkich obserwacji. Jednostki, ktéorym odpowiadaja te obser-
wacje uwaza sie za typowe dla badanej zbiorowosci.

Procedure wyznaczania wariancji i odchylenia standardowego ilustruja
ponizsze przykiady.

Przyktad 2.9.

Zebrano informacje dotyczace wieku wylosowanej grupy przestepcow
odbywajacych wyroki w Zaktadzie Karnym. Uzyskano nastepujace dane (w
latach): 22; 45, 32; 48; 35; 28; 21; 29; 33; 26; 24; 30; 41, 44, 22. Okresli¢
zmiennos¢ wieku przestepcéw za pomoca odchylenia standardowego.

Rozwigzanie

Odchylenie standardowe dla informacji ujetych w szeregu szczegétowym
ustalone zostanie wedtug formuty 2.21. Wymaga ona wczesniejszego usta-
lenia wieku sredniego. Wynosi on 32 lata. W dalszej kolejnosci ustalane sa
kwadraty odchylenn wieku poszczegélnych przestepcéw od wieku sredniego.
Podstawiajac sume ustalonych kwadratéw odchylenn do wzoru otrzymujemy:

s(x) = 1/% =8,6 lat.
15

Otrzymany wynik oznacza, ze wiek kazdego z przestepcow rozni sie
srednio o 8,6 lat od wieku sredniego.
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Przykiad 2.10.

Ponizsza tablica zawiera informacje dotyczace liczby bledéw popetnia-
nych przez osoby zdajgce test teoretyczny w ramach egzaminu na prawo
jazdy w pewnym Osrodku Egzaminacyjnym.

Liczba popetnio- | |jczba zdajacych
nych btedow (X ) (ni)
0 5
1 15
2 20
3 15
4 5
5 3
6 2
Razem 65

Zbadac¢ zmienno$é liczby popetnionych btedéw przy pomocy odchylenia
standardowego.

Rozwigzanie

Dla wyznaczenia odchylenia standardowego konieczne jest ustalenie
sredniej arytmetycznej liczby popetnionych btedéw. Obliczenia pomocnicze
zawiera ponizsza tablica robocza.

Liczba popet- | | iczba zdajg-
nionych bte- cych X N, (>§ — )‘()2 (Xi - >_()2 ‘N,
dow (X)) (ni)
1 2 3 : ;
5 5 0 5,11 25,55
1 15 15 1159 23,85
> >0 40 0,07 1,40
3 15 45 0,55 8,25
2 5 20 3,03 15,15
c 3 15 7,51 22,53
. > 12 13,99 27,98
Razem 65 147 X 124,71

Na podstawie obliczen zawartych w kolumnie 3 otrzymujemy:

X = £:2,26
65

W kolejnych kolumnach wykonano obliczenia pomocnicze dla ustalenia
odchylenia standardowego. Po podstawieniu uzyskanych wielkosci do wzo-
ru 2.22 otrzymujemy:
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tych btedow.

Przyktad 2.11.

Dla 120 uczniéw jednej ze szk6t podstawowych przeprowadzono bada-
nie warunkéw srodowiska domowego. Uzyskane wyniki badania ujeto w
ponizszej tablicy:

124,71
S(X)=.[—— =14 bted
)=~z edu

Uzyskana warto$¢é miary oznacza, iz przecietnie liczba bledéw popetnio-
nych przez kazdego ze zdajacych réznita sie o okoto 1,4 od sredniej liczby

Wyniki pomiaru Liczba
w punktach (X ) uczniow
(ni)
11-25 10
26 - 40 35
41 -55 55
56 - 70 20
Razem 120

Zrédio: Badanie whasne

Na podstawie podanych informacji zbada¢ zmiennosé uzyskanych wy-
nikoéw pomiaru za pomoca odchylenia standardowego.

Rozwigzanie

Celem ustalenia wartosci tej miary nalezy w pierwszej kolejnosci wyzna-
czy¢ srednig arytmetyczna wynikow pomiaru. Obliczenia pomocnicze wyko-
nano w kolumnie 4 ponizszej tablicy roboczej.

Srednia ta wynosi:

Wyniki ] Srodki
pomiaru L'Czb,a przedzia- . v v
(w punk- | uczniow tow X -, (% —x) (X —x)*-n,
tach) (X ) (ni) (%)
1 2 3 4 5 6
11 - 25 10 18 180 655,4 6554
26 — 40 35 33 1155 112,4 3934
41 - 55 55 48 2640 19,4 1067
56 - 70 20 63 1260 376,4 7528
Razem 120 X 5235 X 19083
5235

120 = 43,6 punktu. Kolejne obliczenia pomocnicze
1

dla wyznaczenia odchylenia standardowego - zgodnie z wzorem 2.23 - wy-
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konano w kolumnach 5. i 6. tablicy. Po podstawieniu uzyskanych wynikéw
obliczen do wzoru otrzymujemy:

s(x) = /% =12,6 punktu
120

Interpretacja: Przecietnie wyniki pomiaru srodowiska domowego kazde-
go z ucznidéw roznia sie o okoto 12,6 punktu od pomiaru sredniego.

Odchylenie przecietne
Odchylenie przecietne, oznaczane dalej jako d(X), definiowane jest jako

Srednia bezwzglednych odchylen poszczegélnych wartosci cechy od ich
Sredniej arytmetycznej. W zaleznosci od typu szeregu, w ktorym ujety zostat
materiat statystyczny bedzie ono wyznaczane wedtug ponizszych wzoréw:

a) dla szeregu szczego6towego:

N
D% -
d(x)= = 2.24.
N

b) dla szeregu rozdzielczego punktowego:

k
2% =%n
d(x)= 2 . 2.25.

c) dlaszeregu z przedziatami klasowymi:

K
=§|)§ XN 2.26.

="

Rowniez w tym przypadku wystepujace we wzorach 2.2 i 2.26 liczebno-
Sci moga by¢ zastapione czestosciami.

Interpretacja odchylenia przecietnego jest identyczna jak odchylenia
standardowego, co jednak nie oznacza, ze wartosci obu miar sa identyczne.
Odchylenie standardowe przyjmuje wartosci nie mniejsze od odchylenia
przecietnego, co mozna ujac¢ nastepujaca relacja:

s(x) > d(x)
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Omawiana miara zmiennosci odgrywa niewielka role w teorii statystyki,
dlatego tez jest zdecydowanie rzadziej wykorzystywana do pomiaru rozpro-
szenia wartosci cechy.

Wspobtczynnik zmiennosci
Parametr ten nalezy do grupy wzglednych miar zmiennosci i jak wcze-
s$niej sygnalizowano jest on ustalany jako iloraz absolutnej miary rozpro-
szenia i wybranej miary sredniej. W zaleznosci od wykorzystanych absolut-
nych miar zmiennosci i poziomu sredniego wystepuja rézne postacie wspot-
czynnika zmiennosci. Najczesciej wykorzystywana jest posta¢c wyrazajaca
sie wzorem:

W,(x) = ) 2.27.

Dla celéw praktycznych wyraza sie go czesto w procentach mnozac
otrzymany wynik przez 100. Mierzy on, jaka czes¢ wartosci sredniej bada-
nej cechy stanowi jej odchylenie standardowe, a wiec ta postac oparta jest
na parametrach klasycznych. Im wyzsza wartos¢ tej miary tym wieksza
zmiennos¢ badanej cechy. Jest oczywiste, ze przyjmuje on wartosci nie-
ujemne.

Podana posta¢ wspoétczynnika zmiennosci moze byé ustalona jedynie
wowczas, gdy mozliwe jest ustalenie parametréow tworzacych te miare. Gdy
jest to niemozliwe, moga by¢ wykorzystane wspoétczynniki zmiennosci opar-
te na miarach pozycyjnych. Nalezy do nich m. in. kwartylowy wspdétczynnik
zmiennosci wyrazony ponizszymi wzorami:

W, (x) = % 2.28.
lub
W, (x) = Q(x)-Q(x) 5 0,

Wspédtczynnik zmiennosci jest miara niemianowana i ten brak miana
umozliwia poréwnywanie stopnia zrdznicowania roznych cech statystycz-
nych (wyrazanych w réznych jednostkach miary). Takich poréwnan nie
mozna w zasadzie dokonywaé¢ przy wykorzystaniu absolutnych miar roz-
proszenia.

Wykorzystujac wyniki badania zmiennosci uzyskane w przyktadach 2.9
- 2.11 okreslimy wzgledna zmiennosé badanych cech. Dla wszystkich trzech
przypadkow mozliwe jest wykorzystanie w tym celu wspétczynnika zmien-
nosci o postaci 2.27. Dla przyktadu 2.9 przyjmie on wartosc:
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w(x)=%= 0,27

Wynik ten oznacza, ze odchylenie standardowe wieku przestepcéw sta-
nowi 27% ich wieku sredniego.
W przyktadzie 2.10 miernik ten przyjmie postac:

W, (x) = % =0,62

Uzyskana wartos¢ wspoétczynnika zmiennosci oznacza, ze odchylenie
standardowe liczby popetnionych btedéw stanowi 62% sredniej ich liczby.
Dla przyktadu 2.11 wspétczynnik zmiennosci osiagnie wielkos§é:

W, (x) = 228 _ 929
43,6

Otrzymana wielko§é oznacza, ze odchylenie standardowe wynikoéw po-
miaru srodowiska domowego stanowi 29% ich pomiaru sredniego.

Jak wczesniej podkreslono, wspétczynnik zmiennosci jako miara nie-
mianowana umozliwia poréwnanie rozproszenia réznych cech. W swietle te-
go mozna stwierdzi¢, ze w badanych przypadkach zdecydowanie najwyzsze
zréznicowanie wartosci cechy wystepuje w przyktadzie 2 (,liczba btedow
popetnianych w trakcie zdawania testu teoretycznego”), natomiast w pozo-
statych przykiadach poziom zmiennosci jest zblizony.

2.3.4. Miary sko$nosci

Zjawisko skosnosci (w literaturze uzywa sie zamiennie pojecia asymetrii)
okreslane jest jako brak symetrii w roztozeniu wartosci cechy wzgledem ich
Sredniej arytmetycznej, co jest rdwnoznaczne z niesymetrycznym roztoze-
niem jednostek statystycznych. Jesli w zbiorowosci statystycznej opisywa-
nej ze wzgledu na okreslona ceche przewazajg liczebnie jednostki o warto-
sciach cechy nizszych od sredniej arytmetycznej, to sytuacje te okresla sie
mianem skosnosci prawostronnej, zas w przypadku dominacji jednostek o
wartosciach cechy wyzszych od sredniej arytmetycznej - méwimy o skosno-
sci lewostronnej. Przypadki te oraz ksztatt rozkladu symetrycznego zilu-
strowano na rys. 2.12, na ktérym zaznaczono réwniez orientacyjne potoze-
nie podstawowych parametréw srednich
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Graficzna ilustracja skosnosci
Rozktad symetryczny

a)

D(x)

Me(x)

Skosnos$é prawostronna

b)

X

D(x) Me(x) X

Skosénos$é lewostronna

c)

X Me(x) D(x)

Zrodto: Opracowanie wiasne

Rys. 2.12
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Badanie skosnosci oznacza okreslenie jej rodzaju i poziomu odchylenia
rozktadu badanej cechy od rozktadu symetrycznego. Do pomiaru tego zja-
wiska wykorzystywane sa miary okreslane mianem miar skos$nosci badz
asymetrii, wsrod ktérych mozna wyrézni¢ miary pozycyjne oraz klasyczne.

Do pozycyjnych zalicza sie mierniki oparte na badaniu relacji miedzy
miarami przecietnymi, w tym pozycyjnymi. Zalicza sie do nich nastepujace
miary:

a) réznice miedzy srednig arytmetyczng i dominantg bgdz mediang,
b) kwartylowy wspétczynnik skosnosci,
¢) standaryzowany wspoétczynnik skosnosci.

Jako klasyczng miare skosnosci wykorzystuje sie rézne postacie momen-

tu centralnego trzeciego rzedu.

Ro6znica miedzy wartoscia sSrednia i dominanta

Dla stwierdzenia faktu wystepowania zjawiska asymetrii badz jej braku

i ewentualnego okreslenia jej kierunku mozna wykorzystac relacje zacho-

dzaca miedzy Srednia arytmetyczna i dominanta. | tak:

e jesli X=D(X), czyli X—D(X)=0 zjawisko skosnosci nie wystepuje;
rozktad jest symetryczny, tzn. wystepuje jednakowa liczba jednostek
statystycznych ponizej i powyzej sredniej arytmetycznej (por. rys. 2.4),

e jesli X>D(X), czyli X—D(X) >0 rozktad jest asymetryczny; wystepu-
je skosnos¢é prawostronna, tzn. w zbiorowosci dominuja jednostki o
wartosciach cechy nizszych od sredniej (por. rys. 2.4),

e jesli X< D(X), czyli X—D(X) <0 rozktad jest asymetryczny; wystepuje
skosnosé lewostronna, tzn. w zbiorowosci dominuja jednostki o warto-
Sciach cechy wyzszych od sredniej (por. rys. 2.4).

W oparciu o powyzsze relacje mozna zaproponowac¢ najprostsza miare
skosnosci wyrazajaca sie wzorem:

M (x) = X—D(x) 2.30.

Okreslona w powyzszy sposéb miara skosnosci jest wielkoscia miano-
wang i hienormowana, co nie pozwala na ustalenie natezenia skosnosci. W
literaturze podaje sie rowniez zmodyfikowang posta¢ podanej wyzej miary
(traktowana jako jej rownowazna) o postaci:

M (x) = 3{x - Me(x)] 231,

Wedtug Pearsona formuta ta pozwala uzyskiwaé¢ wyniki zblizone do
osiaganych wedtug wzoru 2.30, ale jedynie w przypadku rozktadéw umiar-
kowanie skosnych.
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Wspotczynniki skosnosci

Badania poréwnawcze skosnosci réznych cech wymagaja stosowania
wzglednych (niemianowanych) miernikéw. Naleza do nich wspotczynniki
skosnosci. Najczesciej wykorzystywana formute mozna wyrazi¢c nastepuja-
co:

W, (x) = i—s(_li)(x) 2.32.
lub 3
W, (x)= W 2.33.

W przypadku braku mozliwosci wyznaczenia Sredniej arytmetycznej
i w konsekwencji odchylenia standardowego moze by¢ wykorzystana poda-
na nizej postac¢ wspétczynnika skosnosci oparta ona kwartylach:

W, (x)= [ Q) -Mex|-[Me) ~Q ()] _ [Q;(x)-Me(x)]-[Me(x)-Q (x]
7 QX -MeX]+[Me(x)-Q (x)] 2:0,(¥)

2.34.

Podane wspotczynniki skosnosci sa wielkosciami wzglednymi i unor-
mowanymi. W wiekszosci przypadkéw przyjmuja wartosci z przedziatu od -1
do +1; przy duzym natezeniu skosnosci wspoétczynnik skosnosci o postaci
2.32 moze przyjmowac wartosci wykraczajace poza podany przedziat.

Trzeci moment centralny

Kolejna miara skosnosci oparta jest na wykorzystaniu momentu staty-
stycznego rzedu trzeciego. W literaturze mozna spotkac¢ rézne propozycje
wykorzystania tego miernika do pomiaru skosnosci. | tak dla stwierdzenia
jedynie faktu wystepowania skosnosci moze by¢ wykorzystany trzeci mo-
ment centralny o postacis:

k
(Xi - )_()3 N
=1
N

2.35.

m, (x) = -

Okreslanie na jego podstawie faktu wystepowania skosnosci i jego kie-
runku odbywa sie w sposéb nastepujacy:

o jesli ms(x) = 0 skosnosé nie wystepuje, rozkiad jest symetryczny,

5 Zjawisko skosnosci badane jest gtdwnie w oparciu o dane ujete w szeregach rozdzielczych,
dlatego tez podane w dalszej czesci formuty odnosza sie do tego typu szeregéw. Wystepujace
w podanych wzorach liczebnosci moga by¢ zastapione czestosciami
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o jesli ms(x) > 0 rozkiad jest asymetryczny, wystepuje skosnos¢ prawo-
stronna,
o jesli ms(x) < O rozkiad jest asymetryczny, wystepuje skosnosc¢ lewo-

stronna.
W celu dodatkowego okreslenia natezenia skosnosci trzeci moment cen-
tralny poddajemy standaryzacji, co prezentuje ponizsza formuta

k

Z(Xi _)_()3 N

=1

Zk:(x' _ 2)2 n 2.36.

Wystepujacy w mianowniku podanej formuty szescian odchylenia stan-
dardowego umozliwia uzyskanie miary niemianowanej, ktéra moze by¢ wy-
korzystywana do analizy poréwnawczej skosnosci rozktadéw cech o réznych
jednostkach miary. Mankamentem tej miary jest brak scisle okreslonych
granic przedziatu, z ktérego moze ona przyjmowac wartosci liczbowe. Unie-
mozliwia to ocene natezenia skosnosci. M. Krzysztofiak proponuje w tym
celu nastepujaca modyfikacje powyzszej postaci standaryzowanej:

my(x)

= —|n13(x)| +900 2.37.

m, ()

Zaproponowana modyfikacja pozwala na uzyskanie wartosci tej miary z
przedziatu <-1 ; 1>, co umozliwia okreslenie kierunku i natezenia skosno-
Sci, a jej wartosci graniczne oznaczaja wystepowanie skrajnej skosnosci
ujemnej badz dodatniej.

Przeprowadzajac badanie poréwnawcze skosnosci nalezy pamietac, by
postugiwac sie w jego trakcie tymi samymi miarami, a dokonujac wyboru
parametru skosnosci nalezy preferowac te, ktére sg oparte na klasycznej
procedurze ustalania ich wartosci. Nalezy réwniez dodac, ze wyzszy poziom
skosnosci jest zawsze zwigzany z wieksza zmiennoscia wartosci badanej ce-
chy. Dla zilustrowania procedury badania skosnosci przesledzmy przyktad
2.12.

Przykiad 2.12.

Na podstawie informacji ujetych w przyktadzie 2.11 zbadac¢ skosnosé w
rozktadzie wynikéw pomiaru warunkow srodowiska domowego dla wyod-
rebnionej zbiorowosci uczniéw.
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Rozwigzanie

Dla badania skosnosci wykorzystamy zaprezentowane wyzej miary.
Wymagaja one przeprowadzenia wielu obliczen pomocniczych, ktére zostaty
ujete w ponizszej tablicy roboczej (pominiete zostana obliczenia wykonane
w przyktadzie 2.11):

_ . Srodki

Wyniki pomiaru Liczba prze-

(w punktach) ucznidw | dziatow | cum ni (XI - 2)3 (Xi - )_()3 N
1 2 3 4 5 6

11-25 10 18 180 -16777,2 | -167772,0
26 - 40 35 33 1155 -1201,6 -42056,6
41 - 55 55 48 2640 80,8 4444,0
56 - 70 20 63 1260 7320,8 146416,0
Razem 120 X 5235 X -59068,6

Przypomnijmy, ze uzyskana wartos¢ Sredniej arytmetycznej wyniosta
43,6 punktu, zas odchylenie standardowe - 12,6 punktu.
Dla potrzeb okreslenia pierwszej z miar skosnosci - MS(X) nalezy do-
datkowo wyznaczy¢ wartosci dominanty i mediany. Dominanta wyniesie:
(55—35)

D(x)= 41+ 14=461 punkt
) (55—35)+ (55— 20) prnred

za$ mediana:

=45
Me(x) = 41+2T-14 = 44,8 punktu

Miara skosnosci ustalona wedtug wzoru 2.30 wyniesie:

M (x) = 43,6 -46,1=-2,5 punktu
zas wedtug wzoru 2.31.:
M (x) = 3(43,6 — 44,8) = -3,6 punktu

Na podstawie obu miar mozna stwierdzi¢ wystepowanie w badanym sze-
regu skosnosci lewostronnej (ujemnej), co oznacza, ze w badanej zbiorowo-
§ci dominuja uczniowie, dla ktérych wyniki pomiaréw warunkéw srodowi-
ska domowego sa wyzsze od srednich.

Dla okreslenia natezenia skosnosci (jak rowniez jej kierunku) wykorzy-
stamy zarowno wspoétczynniki skosnosci jak i trzeci moment centralny
standaryzowany.

Standaryzowane wspoétczynniki skosnosci o postaciach 2.32 i 2.33
przyjmuja odpowiednio wartosci:
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43,6-46,1 3:(43,6-448
Wsl(X) = T = —0,20 Wsl(X) = (T6) = _0129

Obie miary wskazuja na niewielka skosnos¢ lewostronna.

Kwartylowy wspétczynnik skosnosci zostanie ustalony zgodnie z wzo-
rem 2.34. Wymaga on dodatkowego ustalenia kwartyli pierwszego i trzecie-
go. Kwartyl pierwszy wynosi:

Q,(x)=26+ T-M =34 punkty

Q,(x)= 41+4T-14 =525 punktu

Wobec tego wspotczynnik skosnosci przyjmie wartosc:

(52,5-44,8)—(44,8-34,0) -31
s2 (X) = =

= = =-017
(52,5-44,8)+(44,8—34,0) 185

Uzyskany wynik potwierdza wystepowanie niewielkiej skosnosci lewo-
stronnej.

Sposrod wymienionych réznych postaci trzeciego momentu central-
nego przyjmijmy te ostatnia (wzor 2.37). Dla jej wyznaczenia wykonano ob-
liczenia pomocnicze zawarte w powyzszej tabeli roboczej w kolumnach 5. i
6. Podstawiajac odpowiednie dane do wzoru uzyskujemy:

—59068,6
m, (t)= 120 ___—4%22 49
—59068,6 s 492,2+2000,4
oo | (12,6)

Kolejna miara réwniez wskazuje niewielka skosnosé lewostronna.
2.3.5. Miary koncentracji

Zjawisko koncentracji wartosci cechy jest w statystyce dwojako inter-
pretowane. Po pierwsze, moze oznacza¢ skupienie wartosci cechy wokot
Sredniej arytmetycznej; po drugie — moze by¢ utozsamiane z nierébwnomier-
nym rozkiadem globalnego funduszu wartosci cechy wsrod jednostek staty-
stycznych badanej zbiorowosci.
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Koncentracja jako nierébwnomiernosé roztozenia globalnego funduszu
wartosci cechy

Globalny fundusz wartosci cechy stanowi sume wartosci wystepujacych
u wszystkich jednostek statystycznych badanej zbiorowosci. W przypadku
szeregu rozdzielczego punktowego wyznaczany jest on jako suma iloczynow

poszczego6lnych wariantéw wartosci cechy i odpowiadajacych im liczebnosci
k

(in ‘N, ), zas w przypadku szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi
i=1
jako suma iloczynéw srodkéw poszczegdlnych przedziatow klasowych i od-

k
powiadajacych im liczebnosci (Z:)'(i ‘n,). Koncentracja w tym znaczeniu
i=1
jest powiazana z poziomem zréznicowania wartosci cechy oraz natezeniem
skosnosci; im wyzsza zmiennosé i skosnos$é tym wyzszy poziom nieréwno-
miernosci roztozenia wartosci cechy. Skrajne przypadki tak rozumianej kon-
centracji nalezy interpretowac¢ nastepujaco: koncentracja zupetna ma miej-
sce woéwczas, gdy catym funduszem wartosci cechy dysponuje jedna jed-
nostka, zas catkowity brak koncentracji wystepuje, gdy kazdej jednostce
przypada taka sama czesc¢ tego funduszu.

Badanie nieréwnomiernosci odbywa sie przez poréwnanie rozkiadu tego
funduszu i roziozenia jednostek statystycznych badanej zbiorowosci. Jesli
proporcje rozktadu globalnego funduszu sa odmienne niz proporcje rozkia-
du jednostek statystycznych, to wystepuje koncentracja w tym znaczeniu.
Badanie natezenia tak rozumianej koncentracji moze sie odbywac graficz-
nie — przy wykorzystaniu krzywej Lorenza lub analitycznie przy wykorzy-
staniu wspotczynnika koncentracji o postaci

a

k=—

5000

gdzie: a — jest powierzchnig zawartg miedzy krzywa Lorenza a linig réw-
nomiernego podziatu globalnego funduszu wartosci cechy.

2.38.

Wspoétczynnik ten jest wielkoscia unormowana w przedziale <0 ; 1>. Im
wyzsza jest jego wartosé tym wigeksza nierbwnomiernosé roztozenia global-
nego funduszu wartosci cechy, a wielkosci skrajne oznaczaja:

0 - catkowity brak koncentracji,
1 - koncentracje zupetna (praktycznie nie ma ona miejsca).

Wyznaczajac analitycznie wspoéiczynnik koncentracji mozna wykorzy-
sta¢ informacje ujete na wykresie krzywej (w praktyce nie jest to krzywa,
lecz linia tamana) Lorenza. Sposob postepowania w przypadku graficznego i
analitycznego badania koncentracji ilustruje ponizszy przyktad.

Przyktad 2.13.
Ponizsza tablica zawiera informacje dotyczace struktury przedsiebiorstw
woj. ,,D” wedtug wielkosci zatrudnienia:
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Liczba

Zatrudnie- ; Srodki prze-
nie pr;edsw dziatéw : k. k.
biorstw i X -n | f (Z)g -r\j f. (ni) cumfi[Zx -ni] cumf,(n )
( )ﬁ ) ( ni ) (Xl ) =1 i=
1 2 3 4 5 6 7 8
1-10 450 5 2250 14,00 75,00 14,00 75,00
11-50 100 30 3000 18,66 16,67 32,66 91,67
51-200 35 125 4375 27,22 5,83 59,88 97,50
201-500 12 350 4200 26,12 2,00 86,00 99,50
501-1000 3 750 2250 14,00 0,50 100,00 100,00
Razem 600 X 16075 100,00 10,00 X X

Zrédto: Dane umowne

Na podstawie powyzszych danych zbadaé¢ poziom nieréwnomiernosci
roztozenia zatrudnienia w przedsiebiorstwach woj. ,,D”.

Rozwigzanie.

Globalny fundusz wartosci cechy w podanym przykiadzie stanowi tacz-
na wielkos¢ zatrudnienia w badanych 600 przedsiebiorstwach. Stanowi ona
sume iloczynéw zawartych w kolumnie 4. i wynosi 16075 (taka jest przybli-
zona taczna wielkos¢ zatrudnienia w badanych przedsiebiorstwach). W ko-
lumnie 5. zawarto czestosé¢ wystepowania globalnego funduszu wartosci ce-

k

chy fi[z X .nij, ktérej kolejne wartosci oznaczaja udziat zatrudnienia po-
i=1

szczegolnych kategorii przedsiebiorstw (wedtug wielkosci zatrudnienia) w

zatrudnieniu tacznym. W kolejnej kolumnie 5. umieszczono czestos¢é wyste-

powania przedsiebiorstw wedtug liczby zatrudnionych w tacznej ich liczbie -

f(n). W kolumnach 7 i 8 dokonano kumulacji czestosci zawartych w ko-

lumnach 5 i 6. Analiza informacji zawartych w tych kolumnach pozwala na
wstepna ocene koncentracji wartosci cechy; w przypadku, gdyby czestosci
skumulowane w poszczegélnych parach z obu kolumn byty identyczne,
oznaczatoby to wystepowanie réwnomiernego roztozenia globalnego fundu-
szu wartosci cechy. W analizowanym przyktadzie czestosci te w poszczeg6l-
nych parach sa zréznicowane; pozwala to na stwierdzenie faktu wystepo-
wania koncentracji (nieréwnomiernosci roztozenia). Jej poziom zostanie wy-
znaczony graficznie (por. rys. 2.13) oraz analitycznie.

Wykorzystujac informacje zawarte w kolumnach 7. i 8. powyzszej tabeli
roboczej wykreslamy w uktadzie wspoétrzednych krzywa Lorenza, przy czym
na osi odcietych nanosimy skumulowane czestosci zawarte w kolumnie 8,
zas na osi rzednych czestosci z kolumny 6. Jej przebieg wyznaczaja punkty,
ktérych wspoétrzednymi sa poszczegélne pary czestosci skumulowanych (np.
75,00 i 14,00; 91,67 i 32,66; itd). W ten sposéb pomiedzy krzywa Lorenza, a
przekatna naniesionego w uktadzie wspétrzednych kwadratu o boku 100
(okreslanga mianem linii réwnomiernego podziatu globalnego funduszu war-
tosci cechy) powstato pole ,a”, ktore jest graficznym obrazem koncentracji
(nieréwnomiernosci). Oceniajac wzrokowo udziat tego pola w powierzchni
tréjkata zawartego pod wykreslong przekatna dokonujemy szacunku po-
ziomu koncentracji.




64

Zygmunt Bobowski

Rys. 2.13
Krzywa Lorenza
cumfi(Zx- nij
100
90 +
(99.50:36,00)
80 +
70 +
"t 57.50:59 65)
50 1
40 +
3266 ©1.07132.66)
30 T
20 T
u (75 14)
10 1 1
| I T
IV
1}0 2}0 310 4‘0 5B (;o 7‘0 f;O 90 100 cun f\ (n )

Zrodio: opracowanie wiasne

Pomiar natezenia koncentracji metoda analityczng odbywa sie najcze-
sciej przy wykorzystaniu powyzszego wykresu, na podstawie ktérego mozli-
we jest precyzyjne okreslenie powierzchni powstatego pola. Poniewaz jego
ksztatt nie stanowi regularnej figury geometrycznej, wobec tego zaleca sie
ustalenie wielkosci pola znajdujacego sie pod krzywa Lorenza, tj. dopetnie-
nia pola ,a”. Dopetnienie pola ,a” sktada sie w naszym przyktadzie z 5 figur
geometrycznych (ponumerowanych | - V) powstatych w wyniku ,zrzutowa-
nia” poszczegolnych punktéw wyznaczajacych przebieg krzywej Lorenza na
o$ odcietych (uzyskaliSmy 1 tréjkat i 4 trapezy). Ich pola wyznaczamy po-
stugujac sie wspo6trzednymi poszczegélnych punktéw. | tak:

pole tréjkata (figura l) = 75 - 14/2 = 525

pole trapezu (figura Il) = (32,66 + 14) /2 - 16,67 = 388,91

pole trapezu (figura Ill) = (59,88 + 32,66)/2 - 5,83 = 269,75

pole trapezu (figura IV) = (86 + 59,88)/2 - 2,00 = 145,88

pole trapezu (figura V) = (100 + 86)/2 - 0,50 = 46,50
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Dopetnienie pola ,a” jest suma powierzchni powyzszych figur i wynosi
1376,04.

Odejmujac te powierzchnie od 5000 (taka jest powierzchnia tréjkata
znajdujacego sie pod linia réwnomiernego podziatu) otrzymujemy pole ,a”,
czyli 5000 - 1376,04 = 3623,96

Te wielkos¢ podstawiamy do wzoru 2.38 i otrzymujemy:

_3623,96

= 0,725
5000
Uzyskana wielkos¢é wskazuje na wystepowanie duzej nieréwnomiernosci
roztozenia (tj. koncentracji) tacznej liczby zatrudnionych w badanym zbiorze
przedsiebiorstw.

Koncentracja jako skupienie wartosci cechy wokot sredniej

Dokonujac prezentacji graficznej rozktadu cech statystycznych za po-
mocg diagramu mozna zauwazy¢, iz wykreslona krzywa (w praktyce najcze-
Sciej jest to linia tamana) jednomodalna moze miec¢ ksztatt mniej lub bar-
dziej sptaszczony i odpowiednio mniej lub bardziej wydtuzony. Jest to zwia-
zane z poziomem skupienia wartosci cechy wokoét ich sredniej. Powyzsza sy-
tuacje ilustruje rys. 2.14.

Rys. 2.14
Skupienie (koncentracja) wartosci cechy wokot sredniej

N
fi

I

Zrodio: opracowanie wiasne

Zakladajac, ze we wszystkich przypadkach wystepuje identyczna war-
tosc srednia zaprezentowane krzywe | - Il prezentuja rézny poziom skupie-



66

Zygmunt Bobowski

nia wartosci cechy wokét tej sredniej. W przypadku krzywej | mozna méwié
o wystepowaniu normalnego skupienia (normalnej koncentracji) wokot
Sredniej. Dwie pozostate krzywe prezentuja odpowiednio: Il - poziom sku-
pienia mniejszy od normalnego (koncentracje mniejsza od normalnej);
krzywa ta ma ksztalt sptaszczony, platykurtyczny, Il - poziom skupienia
wiekszy od normalnego (koncentracje wieksza od normalnej); krzywa ma
ksztatt wysmukty, leptokurtyczny.

Pomiaru tak rozumianej koncentracji dokonujemy przy pomocy miary
kurtozy (mozna réwniez spotkac¢ okreslenie miary putapu) ustalanej wedtug
wzoru:

Zkl (Xi - Y)4'ni
m _ m, (x) _ ] N
=500 S (0 %Fn ' 2.39.
i=1 N

Jak tatwo zauwazyc¢ w liczniku podanej miary wystepuje moment cen-
tralny rzedu czwartego, zas wykorzystanie w mianowniku odchylenia stan-
dardowego podniesionego do potegi czwartej ma na celu uzyskanie miary
niemianowanej. Im wyzsza wartos¢ tej miary tym wiekszy poziom skupienia
wartosci cechy wokét sredniej arytmetycznej (wiaze sie to ze spadkiem roz-
proszenia wartosci cechy, jednak wartos¢ mianownika maleje szybciej niz
wartos¢ czwartego momentu centralnego). W przypadku normalnego sku-
pienia wartosci cechy wartosc¢ tej miary wynosi 3, w przypadku wartosci
wiekszych od 3 wystepuje koncentracja wieksza od normalnej, zas przy
wartosciach mniejszych od 3 - koncentracja mniejsza od normalnej.

W literaturze spotyka sie rowniez modyfikacje tak sformutowanej miary
koncentracji. Nosi ona nazwe miary ekscesu. Mierzy ona poziom odchylenia
badanego przypadku koncentracji od koncentracji normalnej i wyraza sie
ona wzorem:

et)=m,(t)-3 2.40.

Gdy jej wartos¢ wynosi zero - wystepuje koncentracja normalna; warto-
sci dodatnie wskazuja na wystepowanie koncentracji wiekszej od normal-
nej, zas mniejsze od zera - koncentracje mniejsza od normalnej.

W literaturze zaleca sie badanie tak rozumianej koncentracji jedynie w
przypadku rozktadéw symetrycznych lub nieznacznie skosnych. W przypad-
ku duzej skosnosci nalezy badac poziom nierébwnomiernosci roztozenia glo-
balnego funduszu wartosci cechy

Procedure wyznaczania miary kurtozy ilustruje ponizszy przykiad.
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Przykiad 2.14.

Na podstawie danych z przyktadu 2.11 zbadac¢ poziom skupienia (kon-
centracji) wynikéw pomiaru warunkéw srodowiska domowego wokét ich
wartosci sredniej.

Rozwigzanie:
Przypomnijmy, ze ustalona wartos¢ srednia wynosi 43,6 punktu, a od-
chylenie standardowe 12,6 punktu. Obliczenia pomocnicze dla wyznaczenia

czwartego momentu centralnego wykonano w ponizszej tablicy roboczej:

F;/(\J%rl]?lilﬂl Liczba Srod_ki prze-

(w punktach) uczniow dZIG_HOW (% -x%)* (% —%)*n

1 2 3 4 5

11 - 25 10 18 429496,7 4294967,0
26 — 40 35 33 12624,8 441868,0
41 - 55 55 48 374,8 20614,0
56 - 70 20 63 141646,8 2832936,0
Razem 120 X X 7590385,0

Podstawiajac sume iloczynéw zawartych w kolumnie 5. oraz odchylenie
standardowe do wzoru 2.39 otrzymujemy:

7590395
100 632532

m,(t)= = =

() (12,6) 252047

a ustalona na tej podstawie miara ekscesu:
et)=2,51-3=-0,49

Zarowno czwarty moment centralny standaryzowany jak i miara eksce-
su wskazuja na koncentracje nieco nizsza od normalnej (rozktad ma ksztatt
nieznacznie sptaszczony). Inaczej ujmujac: skupienie wynikéw pomiaru wo-
kot ich $redniej jest nieznacznie mniejsze od normalnego.
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Rozdziat 11

Analiza wspo6tzaleznosci zmiennych

3.1. WPROWADZENIE

Zagadnienie to stanowi segment wielowymiarowej analizy statystycznej,
ktéra moze by¢ rozpatrywana w dwéch ujeciach. Po pierwsze, dotyczyé mo-
ze opisu zbiorowosci statystycznej, w ktérym kazda jednostka statystyczna
jest charakteryzowana przez dowolnie liczny (liczacy co najmniej 2) zbior
cech statystycznych. Oznacza to, iz mamy w tym przypadku do czynienia z
wielowymiarowym opisem rozkiadu okreslonej zbiorowosci. Po drugie - roz-
patrywaé¢ mozna réwniez inna sytuacje, gdy ta sama cecha opisujemy kilka
zbiorowosci statystycznych.

Analizujac pierwszy przypadek (w praktyce najczesciej rozpatrywany) w
zbiorze cech przyjetych do opisu badanej zbiorowosci — na podstawie anali-
zy merytorycznej - wyodrebniamy takie, ktére wystepuja we wzajemnym
powiazaniu i celem prowadzonego w takim przypadku badania wspoétzalez-
nosci moze by¢ udzielenie odpowiedzi na pytanie; ,,Czy pomiedzy wybra-
nymi cechami opisujgcymi badang zbiorowosé wystepuje zaleznosé?” W
drugiej sytuacji interesuje nas odpowiedz na pytanie: ,,Czy pomiedzy warto-
Sciami wybranej cechy opisujgcymi rézne zbiorowosci wystepuje zalez-
nos$é?”. llustracja pierwszego problemu moze by¢ préba ustalenia: Czy ist-
nieje zaleznosé pomiedzy czasem poswiecanym na nauke okreslonego
przedmiotu przez badang grupe studentéw a uzyskiwanymi przez nich wy-
nikami na egzaminie? W drugim przypadku moze to byé préba udzielenia
odpowiedzi na pytanie: Czy istnieje zaleznosé miedzy poziomem wyksztal-
cenia rodzicow a ich dzieci na podstawie zebranego materiatu statystyczne-
go o wyksztatceniu z jednej strony populacji rodzicow a z drugiej - ich dzieci?
Nalezy podkresli¢, ze badanie wspétzaleznosci dotyczy gtdéwnie pierwszej z
omawianych sytuaciji.

Prowadzenie analizy wspoétzaleznosci wymaga wyodrebnienia w zbiorze
cech opisujacych badana zbiorowosé takich cech, co do ktérych zachodzi
spodejrzenie”, ze wystepuje pomiedzy nimi zwiazek przyczynowo-skutkowy.
Z powyzszego wynika, ze wlasciwe badanie wspoétzaleznosci musi byé po-



WYBRANE METODY STATYSTYKI OPISOWEJ 69
I WNIOSKOWANIA STATYSTYCZNEGO

przedzone analiza merytoryczna (okreslana rowniez mianem analizy jako-
Sciowej) badanego zwiazku w celu unikniecia badania tzw. wspoétzaleznosci
pozornej. Wspodtzaleznosé taka ma miejsce wowczas, gdy wystepuje zalez-
nos¢ miedzy wartosciami badanych cech, ale nie ma miedzy nimi powiazan
przyczynowo-skutkowych, np. ,,zaleznos¢” miedzy liczbg przebywajqcych na
okreslonym obszarze bocianéw a liczbg urodzern dzieci. Stwierdzenie wspo-
mnianych powigzan przyczynowych pomiedzy cechami upowaznia do pro-
wadzenia wiasciwej analizy wspotzaleznosci. W analizie takiej wyodrebnia
sie zwykle dwa rodzaje cech: niezalezna (jedna badz kilka) - utozsamiana z
przyczyna oraz zalezna - stanowiaca skutek oddzialywania wspomnianej
przyczyny.
Z teoretycznego punktu widzenia mozna moéwi¢ o dwéch rodzajach za-
leznosci pomiedzy cechami: funkcyjnej i statystycznej. W pierwszym przy-
padku mamy do czynienia z jednoznacznym przyporzadkowaniem warto-
sciom cechy niezaleznej odpowiednich wartosci cechy zaleznej (kazdej war-
tosci zmiennej niezaleznej odpowiada tylko jedna wartos¢ zmiennej zalez-
nej). Ten typ zaleznosci nie odnosi sie w zasadzie do relacji zachodzacych w
przypadku zjawisk spoteczno-gospodarczych. Wynika to miedzy innymi z
nastepujacych przyczyn:
¢+ zjawiska tego typu podlegaja zwykle oddziatywaniu bardzo wielu czyn-
nikéw,
¢ w wiekszosci przypadkow trudno jednoznacznie zidentyfikowaé wszyst-
kie czynniki,

¢ nie wszystkie z ustalonych czynnikow maja charakter mierzalny by
mozna je bylo uwzgledni¢ w analizie wspétzaleznosci,

¢+ wplyw wielu czynnikéw, nawet tych mierzalnych, trudno jednoznacznie

okresli¢ liczbowo z uwagi na czesto wystepujace ztozone powiazania z

innymi czynnikami,
¢+ uwzglednienie w badaniach zbyt duzej liczby czynnikéw znacznie kom-

plikuje procedury obliczeniowe, a niekiedy wrecz je uniemozliwia.

W takich warunkach badanie wspoétzaleznosci odbywa sie zwykle na za-
sadzie eksperymentowania, bowiem w naukach spoteczno-ekonomicznych
niemozliwe jest wyizolowanie badanych zjawisk od oddziatywania przyczyn
nieistotnych.

W zwiazku z powyzszym w przypadku zjawisk spoteczno-gospodarczych
mozna moéwicé jedynie o wystepowaniu zaleznosci typu statystycznego. Jest
to zaleznosé niejednoznaczna, tzn. kazdej wartosci zmiennej niezaleznej od-
powiadaja rozne wartosci zmiennej zaleznej.

Analizujac oba rodzaje wspoéitzaleznosci nalezy zauwazyé, ze o ile w
przypadku zwigzku funkcyjnego nie ma uzasadnienia pytanie: czy okreslo-
na zmienna wystepuje w silniejszej badz stabszej zaleznosci funkcyjnej od
innej zmiennej, o tyle w przypadku zwiazku statystycznego postawienie po-
dobnego pytania jest sensowne. Mozna bowiem moéwié¢ o mniejszym badz
wiekszym natezeniu zaleznosci typu statystycznego.

W literaturze wyodrebnia sie rézne podejscia do badania wspoétzalezno-
sci 0 zréznicowanym stopniu precyzji wynikow jej badania. Naleza do nich:

a) metoda graficzna,
b) metoda tabelaryczna,
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c) metody formalne oparte na wykorzystaniu parametrycznych i
nieparametrycznych miar zaleznosci.

Punktem wyjscia dla metody graficznej sa szeregi szczegétowe informacji

o wartosciach dwoch wybranych cech Y i X opisujacych badana zbiorowos¢.

Sporzadzony na ich podstawie diagram korelacyjny stanowi wykres punk-

towy umieszczony w uktadzie wspotrzednych prostokatnych, na ktérym za-

znacza sie punkty o wspotrzednych X, Y, (wspotrzedne te nalezy traktowac

jako wartosci cech X i Y zaobserwowane w i-tej jednostce). Ponizszy rys. 3.1
ilustruje najczesciej spotykane ksztalty diagramu korelacyjnego.

Rys. 3.1.
Typowe ksztatty diagramoéw korelacyjnych
Y a) Y b) Y c)
- N v v -
X X X
Y d) Y e) Y f
- v :.. :1' A = 4
19 A‘ > v = o« »
« " - » - v
v A b ‘. ke =
- > [3
X WX X

Zrodio: opracowanie wiasne na podstawie: Makaé W., Urbanek-Krzysztofiak D.: Metody
opisu statystycznego. Wyd. Uniwersytetu Gdanskiego. Gdanski 1995, s. 124

Zaprezentowane sytuacje oznaczaja:

a) wystepuje zaleznoéé funkcyjna, dodatnia (ma miejsce jednoznaczne po-
rzadkowanie wzajemne wartosci cech X i Y; kazdej wartosci cechy X od-
powiada tylko jedna wartos¢ cechy Y przy czym rosnacym wartosciom
cechy X odpowiadaja rosnace wartosci cechy Y lub malejacym warto-
sciom cechy X odpowiadaja malejace wartosci cechy Y,

b) zaleznosé¢ prostoliniowg o kierunku dodatnim; w tym przypadku poszcze-
golnym wartosciom cechy X moze odpowiadaé¢ dowolna liczba wartosci
cechy Y; dodatkowo - wraz ze wzrostem wartosci cechy X wzrastaja
(srednio) wartosci cechy Y (lub odwrotnie),

C) ten ksztatt diagramu ilustruje zaleznosé funkcyjng o kierunku ujemnym;
w tym przypadku réwniez wystepuje jednoznaczne, wzajemne przypo-
rzadkowanie wartosci cech X i Y, przy czym rosnacym wartosciom cechy
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X odpowiadaja malejace wartosci cechy Y lub malejacym wartosciom ce-

chy X odpowiadaja rosnace wartosci cechy Y,

d) ten przypadek ilustruje zaleznosé prostoliniowg o kierunku ujemnym; po-
szczegolnym wartosciom cechy X moze odpowiadac¢ dowolna liczba war-
tosci cechy Y, przy czym rosnacym wartosciom cechy X odpowiadaja ma-
lejace (srednio) wartosci cechy Y (lub odwrotnie),

e) ilustruje jeden z przypadkéw zwigzku krzywoliniowego; w tym przypad-
ku wystepuje niejednoznaczne przyporzadkowanie wartosci obu cech, a
dodatkowo nie ma miejsca jednolita tendencja zmian wartosci tych cech,

f) ten przypadek jest ilustracja braku zaleznosci miedzy cechami.

Na podstawie powyzszego mozna stwierdzi¢, ze metoda graficzna oprocz
informacji o charakterze zwiazku (liniowy lub krzywoliniowy) i kierunku
zwiazku (dodatni lub ujemny) dostarcza réwniez wskazéwek umozliwiaja-
cych wstepna ocene sity zwiazku miedzy cechami. Moze ona stanowic
punkt wyjscia dla stosowania formalnych metod opisu wspétzaleznosci.

Metoda tabelaryczna badania wspo6tzaleznosci — wykorzystujaca infor-
macje ujete zaréwno w szeregach jak i tablicach statystycznych - pozwala
na uzyskanie wynikéw badania o stopniu precyzji zblizonym do metody gra-
ficznej. Diagram korelacyjny to przeciez nic innego, jak zaprezentowany w
postaci graficznej materiat statystyczny ujety w szeregach badz tablicy sta-
tystycznej. W przypadku informacji o wartosciach cech ujetych w postaci
szeregOw statystycznych ocena charakteru zwiazku jak i natezenia oraz kie-
runku zaleznosci odbywa sie na podstawie okreslenia charakteru wzajem-
nych powiazan wartosci dwéch badanych cech. Analiza taka pozwala na
wstepne wyodrebnienie jednej z powyzszych sytuacji oznaczonych jako (a)
-(f).
Dla licznych zbiorowosci (przyjmuje sie zwykle, ze ich liczebnosé prze-
kracza 30) materiat statystyczny opisujacy je ujmuje sie w formie tablicy
statystycznej zwanej w tym przypadku tablica korelacyjna®. Tablica taka
prezentuje jednoczesny rozklad badanej zbiorowosci ze wzgledu na dwie ce-
chy, stad tez spotykane w literaturze okreslenie, iz przedstawia ona dwu-
wymiarowy rozkitad zbiorowosci. W tablicy takiej dla cech typu liczbowego
ich wartosci ujmowane sa najczesciej w postaci przedziatow klasowych?, zas
dla cech typu opisowego przyjmuje sie wystepujace w zbiorowosci ich wa-
rianty. Sformutowane przedziaty klasowe badz warianty cech ujmowane sa
w ,gtéwce” i ,boczku” tablicy. Zgromadzony w postaci szeregéw szczeg6to-
wych materiat statystyczny moze byc¢ ,przeniesiony” do przygotowanej ma-
kiety tablicy korelacyjnej tzw. metoda kreskowsg”, tzn. po odczytaniu warto-
sci cech dla okreslonej jednostki statystycznej jest ona umieszczana za po-
moca kreski w odpowiednim polu tablicy korelacyjnej. Wypetniona ,kre-
skami” tablice korelacyjng traktujemy jako robocza, a po ich zliczeniu
otrzymujemy wynikowa tablice liczebnosci, ktéra moze by¢é przeksztatcona
w tablice czestosci. W tym celu nalezy wszystkie liczebnosci podzieli¢ przez

6 Pierwotna postacig takiego materiatu sg jednak szeregi statystyczne
7 Zasady konstrukcji takich przedziatéw sa identyczne jak w przypadku szeregéw z przedzia-
tami klasowymi
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liczebnos¢ ogblna (N). llustracja takiej tablicy liczebnosci i jej przeksztalce-
nia w tablice czestosci jest ponizsza tablica 3.1.

Tabela 3.1. Pracownicy firmy ,,Z” ze wzgledu na wiek i staz pracy

(w latach)
Staz pracy n
Wiek 0-5 5-10 10 - 15 f'
i
20 - 30 15 10 - 25
0,30 0,20 - 0,50
30 - 40 5 10 10 25
0,10 0,20 0,20 0,50
n; 20 20 10 50
j 0,40 0,40 0,20 1,00

Zrédio: Badania wiasne

Na jej podstawie dokonana zostanie charakterystyka podstawowych ty-
péw rozktadéw wystepujacych w tablicy korelacyjnej, tj. rozktadu tgcznego,
brzegowych i warunkowych.

a) rozkiad tqgczny opisuje badana zbiorowosé jednoczesnie ze wzgledu na
obie cechy (w tablicy znajduje sie w jej zacieniowanej czesci). Liczebnosci w
tym rozktadzie oznaczane sa symbolem n; (zas czestosci fij) i nalezy je od-

czytywac jako liczebnosci (czestosci) i-tego wiersza i j-tej kolumny. W na-
szym przyktadzie rozktad tgczny liczebnosci odczytujemy nastepujaco: w
badanej zbiorowosci pracownikéw 15 oséb posiada wiek 20 — 30 lat i staz
pracy O — 5 lat, 10 os6b w wieku 20 - 30 lat i stazu 5 - 10 lat, 5 os6b posia-
dajacych wiek 30 - 40 lat oraz staz 0 - 5 lat, 10 os6b w wieku 30 - 40 lat i
stazu pracy 5 - 10 lat jak rowniez 10 oséb posiadajacych wiek 30 — 40 lat i
staz 10 — 15 lat; rozktad tqczny czestosci odczytywany jest zwykle w ujeciu
procentowym w sposob nastepujacy: 30 % pracownikoéw tej firmy posiada
wiek 20 - 30 lat i staz pracy 0 - 5 lat, 20 % jest w wieku 20 — 30 lat i stazu
5-10 lat, 10 % posiada wiek 30 — 40 lat oraz staz O - 5 lat, 20 % jest w
wieku 30 - 40 lat i stazu pracy 5 - 10 lat, rowniez 20 % posiada wiek 30 —
40 lat i staz 10 - 15 lat,

b) w tablicy wystepuja dwa rozktady brzegowe: wierszowy i kolumnowy.
Kazdy z nich opisuje badana zbiorowos¢ ze wzgledu na jedna ceche. Roz-
kiad brzegowy wierszowy tworza sumy liczebnosci (czestosci) liczone po

poszczegblnych wierszach. Sa one oznaczane symbolem N, (czestosci - fi) i

nalezy je odczytywac jako liczebnosci (czestosci) i-tego wiersza. W naszym
przyktadzie liczebnosci (czestosci) te sa umieszczone w ostatniej kolumnie i
ilustruja one rozktad zbiorowosci pracownikéw ze wzgledu na wiek. Na ich
podstawie mozna stwierdzié, ze w badanej zbiorowosci 25 pracownikéw, tj.
50 % zbiorowosci pracownikéw jest w wieku 20 - 30 lat i taka sama liczba
posiada wiek 30 — 40 lat. Rozktad brzegowy kolumnowy tworza sumy li-
czebnosci (czestosci) liczone w poszczegdélnych kolumnach. Oznaczane sa
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one symbolem nN;(czestosci — fj). Nalezy je odczytywacé jako liczebnosci

(czestosci) j-tej kolumny. W podanym przykiadzie liczebnosci (czestosci) te
opisuja rozktad zbiorowosci pracownikow ze wzgledu na ich staz pracy. Na
podstawie tego rozkiadu mozna stwierdzi¢, ze 20 pracownikéw, tj. 40 %
zbiorowosci posiada staz pracy z przedziatu 0 — 5 lat, réwniez 20 (40 %) -
staz od 5 - 10 lat oraz 10 (20 %)- staz pracy 10 - 15 lat,

c) rozklady warunkowe opisuja badana zbiorowosé¢ ze wzgledu na jedna z
cech przy zatozeniu okreslonego warunku natozonego na ceche druga. | tak
rozktady warunkowe cechy Y charakteryzuja rozkiad zbiorowosci ze wzgle-
du na warianty tej cechy pod warunkiem, ze cecha X przyjmuje okreslong
realizacje; cecha Y posiada tyle rozktadéw warunkowych, ile wariantéw
przyjmuje cecha X. Z kolei rozktady warunkowe cechy X charakteryzuja
rozkitad zbiorowosci ze wzgledu na realizacje tej cechy pod warunkiem, ze
cecha Y przyjmuje okreslony wariant; liczba rozktadéw warunkowych cechy
X jest rowna liczbie wariantéw cechy Y.

W przypadku omawianej tablicy wystepuja dwa rozkiady warunkowe
cechy Y (tzn. stazu pracy) i odczytujemy je nastepujaco: przy zatozeniu, ze
pracownicy sa w wieku 20 - 30 lat 15 z nich ma staz pracy do 5 lat i 10 ma
staz 5 - 10 lat, natomiast wsréd pracownikéw w wieku 30 - 40 lat 10 po-
siada staz do 5 lat, rowniez 10 - staz od 5 - 10 lat oraz 5 - staz od 10 do
15 lat. Dla cechy X (tzn. wieku) wystepuja trzy rozktady warunkowe odczy-
tywane nastepujaco: przy zatozeniu, ze staz pracy pracownikéw zawiera sie
w przedziale 0 - 5 lat 15 z nich jest w wieku 20 - 30 lat i 5 w wieku 30 - 40
lat; przy zatozeniu, ze ich staz wynosi 5 — 10 lat po 10 pracownikéw jest w
wieku 20 - 30 lat oraz 30 - 40 lat; wszyscy pracownicy o stazu 10 — 15 lat
posiadaja wiek z przedziatu 30 - 40 lat. Nalezy dodac¢, ze w przypadku ta-
blicy korelacyjnej czestosci procedura ustalania rozktadéw warunkowych
jest bardziej skomplikowana i zostanie tu pominieta.

Wstepna ocena zaleznosci na podstawie materiatu statystycznego ujete-
go w tablicy korelacyjnej opierac sie moze na ocenie rozktadu liczebnosci
(czestosci) w tablicy jak réwniez na ocenie podobienstwa rozktadéw warun-
kowych. Koncentracja liczebnosci (czestosci) wzdituz przekatnych tablicy
korelacyjnej wskazuje na wystepowanie znacznego natezenia zaleznosci; je-
Sli jest to przekatna biegnaca z lewego gérnego naroznika tablicy do prawe-
go dolnego - to sytuacja taka oznacza wystepowanie zaleznosci o kierunku
dodatnim; w przeciwnym przypadku bedzie to zaleznos¢ o kierunku ujem-
nym.

Dokonujac oceny zaleznosci na podstawie rozktadéw warunkowych na-
lezy kierowacé sie zasada: im wyzszy stopien podobienstwa rozkiadéw wa-
runkowych okreslonej cechy (przy zmieniajacych sie warunkach natozo-
nych na ceche przeciwna) tym mniejsze jest natezenie zaleznosci. Jesli sa
one identyczne, zaleznos¢ nie wystepuje. Dodac¢ nalezy, iz na badaniu po-
dobienstwa rozktadow warunkowych opieraja sie niektére z miar zaleznosci.

Omoéwione wyzej sposoby badania zaleznosci pozwalaja jedynie na
wstepna jej ocene. Precyzyjniejszych wynikéw badania dostarczaja metody
formalne wykorzystujace miary zaleznosci cech. Przedmiotem dalszych roz-
wazan beda wyodrebniane w literaturze dwie metody badania wspétzalez-
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nosci statystycznej, tj. metoda nieparametrycznego (stochastycznego) i me-
toda parametrycznego (korelacyjnego) badania wspoétzaleznosci. Pierwsza z
metod opiera sie na badaniu podobieristwa rozktadéw warunkowych (anali-
za dotyczy jedynie rozktadow cech a nie ich wartosci) cechy zaleznej. Nate-
zenie zaleznosci w tym przypadku okreslamy na podstawie stopnia podo-
bienstwa warunkowych rozktadéw tej cechy. W drugim przypadku przed-
miotem analizy jest badanie podobienstwa parametrow warunkowych
(srednich warunkowych) cechy zaleznej. Wyzsze podobienstwo srednich wa-
runkowych cechy zaleznej oznaczac¢ bedzie mniejsze natezenie zaleznosci. W
ramach obu metod wykorzystywanych jest wiele miar wspétzaleznosci cech
o Scisle okreslonych wiasciwosciach i wynikajacych stad warunkach ich
stosowania. Ich prezentacja zostanie dokonana na tle hipotetycznej ,ideal-
nej” miary zaleznosci.

3.2. WLASNOSCI ,,IDEALNEJ” MIARY ZALEZNOSCI

W stosunku do miar wykorzystywanych w procedurach badania wspot-
zaleznosci formutowane sa okreslone postulaty dotyczace ich wiasnosci. Na
ich podstawie mozna sformutowaé¢ model miary idealnej, ktéra winna po-
siadac¢ nastepujace wlasnosci:

a) winna by¢ niemianowana, gdyz umozliwia to prowadzenie analizy po-
rownawczej zaleznosci réznych cech,

b) winna by¢ unormowana, tzn. winna przyjmowac¢ wartosci ze skonczone-
go przedziatu liczbowego; umozliwia to ocene natezenia zaleznosci po-
miedzy badanymi cechami. Miary spetniajace ten postulat przyjmuja
najczesciej wartosci z przedziatu liczbowego <0 ; 1> Dla oceny natezenia
zaleznosci mozna przyjac nastepujace Kryteria:

Wartosé miary zaleznosci Natezenie zaleznosci
0 niezaleznos¢ (brak zaleznosci)
(0-0,33> zalezno$é staba
(0,33 -0,66> zaleznosé wyrazna
(0,66 — 1,00) zaleznosc¢ silna
1,00 zaleznosé funkcyjna

c) oproécz natezenia winna wskazywac rowniez Kierunek zaleznosci; jej war-
tos¢ winna informowa¢, czy w okreslonym przypadku mamy do czynie-
nia z zaleznoscig o kierunku dodatnim badz ujemnym. W przypadku za-
leznosci dodatniej rosnacym (malejacym) wartosciom cechy niezaleznej
odpowiadaja rosnace (malejace) wartosci cechy zaleznej. Zaleznosé
ujemna oznacza, iz rosnagcym (malejacym) wartosciom cechy niezaleznej
towarzysza malejace (rosnace) wartosci cechy zaleznej. Miary wskazujace
kierunek zaleznosci przyjmuja wartosci zarowno dodatnie jak i ujemne;
w przypadku miar unormowanych przyjmuja one wartosci z przedziatu
liczbowego <-1; 1>. Badanie kierunku zaleznosci odnosi sie do relacji za-
chodzacych miedzy cechami, ktérych wartosci sa wyrazone przynajmniej
na skali porzadkowej,
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d) winna by¢ symetryczna; wowczas wartosé miary jest identyczna bez
wzgledu na kierunek badania zaleznosci, co oznacza, iz wartos¢ miary
zaleznosci Y od X jest identyczna jak miara zaleznosci X od Y. Whasnosé
ta jest spetniona w przypadku zwiazkéw prostoliniowych lub w przypad-
ku badaniach zwiazkéw zachodzacych miedzy cechami opisowymi,

e) istnieje mozliwosé¢ jej stosowania do badania zaleznosci w zwiazkach
prosto- i krzywoliniowych. Spetnienie tej wlasnosci wyklucza koniecz-
nos¢ badania ,charakteru” zwiazku przed zastosowaniem okreslonej
miary do badania zaleznosci. W przypadku miar, ktére moga by¢ stoso-
wane do badania zaleznosci w zwiazkach prostoliniowych, wiasciwe ba-
danie zaleznosci musi by¢ poprzedzone badaniem potwierdzajacym wy-
stepowanie zwiazku prostoliniowego miedzy badanymi cechami. Nega-
tywny wynik takiego badania zmusza nas do wyboru innej miary zalez-
nosci. Brak mozliwosci zbadania charakteru zwiazku (np. gdy informacje
zawarte sg w postaci tablicy korelacyjnej) wymaga przynamniej przyjecia
zatozenia o wystepowaniu zwiazku prostoliniowego. Wykorzystanie miary
typowej do badania zaleznosci w zwiazkach krzywoliniowych w przypad-
ku zwigzku prostoliniowego nie stanowi btedu; nalezy tu doda¢ oczywi-
sta uwage, iz problem badania ,charakteru” zwigzku nie odnosi sie do
zaleznosci wystepujacych miedzy cechami opisowymi,

f) istnieje mozliwosé jej stosowania do badania zaleznosci w dowolnym
uktadzie rodzajowym cech; badanie zaleznosci moze dotyczy¢ trzech na-
stepujacych sytuacji: badamy zaleznos¢ miedzy dwiema cechami liczbo-
wymi, np. miedzy stazem pracy i zarobkami pracownikéw; badanie za-
leznosci miedzy dwiema cechami opisowymi, np. miedzy poziomem wy-
ksztatcenia pracownikéw a miejscem zajmowanym w strukturze organi-
zacyjnej firmy; wreszcie zaleznosci miedzy cecha liczbowa a opisowa, np.
miedzy poziomem wyksztatcenia pracownikéw a ich zarobkami. ldealng
miara zaleznosci bytaby taka, ktéra mozna zastosowac¢ w kazdej z wy-
mienionych sytuacji,

g) winna spetnia¢ wiasnosé¢ jednolitej preferencji wartosci, co oznacza, iz
wzrostowi wartosci miary towarzyszy wzrost natezenia zaleznosci miedzy
cechami,

h) winna by¢ prosta rachunkowo.

Nalezy zauwazy¢, ze mato prawdopodobne jest jednoczesne ,pogodzenie”
wszystkich ww. wlasnosci (zwlaszcza ostatniej z wczesniej wymienionymi),
dlatego poszczegbélne miary w réznym stopniu spetniaja kryteria miary ide-
alnej.

3.3. METODA NIEPARAMETRYCZNEGO BADANIA WSPOLZALEZNOSCI

Ta metoda badania zaleznosci polega na badaniu prawidlowosci wyste-
pujacych w zakresie wspétwystepowania wariantéw cechy zaleznej przypo-
rzadkowanych poszczegdlnym wariantom cechy niezaleznej i stwierdzaniu,
na ile rozktad wariantéw cechy zaleznej jest zdeterminowany zmieniajacymi
sie odmianami cechy niezaleznej. Praktycznie oznacza to badanie podobien-
stwa rozktadéw warunkowych czestosci cechy zaleznej. Natezenie zalezno-
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sci miedzy badanymi cechami moze by¢ oceniane na podstawie stopnia po-
dobienstwa tych rozktaddéw. Jesli wszystkim wariantom cechy niezaleznej
odpowiadaja identyczne rozkitady warunkowe cechy zaleznej, oznacza to
wystepowanie niezaleznosci cech w sensie nieparametrycznym. W przypad-
ku zréznicowanych rozktadéw warunkowych wystepuje zaleznosé cech, a
stopien ich ,niepodobienstwa” pozwala na wstepna ocene natezenia zalez-
Nosci.

Sformutowany wyzej w sposéb opisowy warunek niezaleznosci cech
mozna sformalizowaé¢ w sposéb nastepujacy:
jesli dla wszystkich kombinacji wariantow cech zaleznej i niezaleznej (czyli
wszystkich pél rozktadu tgcznego w tablicy korelacyjnej) zachodzi relacja:

fy=ff, tzn f,—ff =0
wowczas wystepuje niezaleznosé badanych cech.
Warunek ten jest symetryczny.
3.3.1. Wspotczynnik zbieznosci Czuprowa

W oparciu o podany wyzej warunek skonstruowany zostat wspétczynnik
zbieznosci Czuprowa o postaci:

(fi' - fi ' f')z
Z J f.-f J 3.1.
dc: 1] [ J

min(r,s)—1

gdzie: r , s — oznacza liczbe wystepujacych w tablicy korelacyjnej wa-
riantéw cech X i Y

Jesli przyjaé¢ jako wyjsciowa sytuacje, gdy materiat statystyczny stano-
wiacy podstawe do badania zaleznosci jest ujety w tablicy korelacyjnej li-
czebnosci woéwczas dla ustalenia wspoétczynnika Czuprowa nalezy wykonaé
kolejno nastepujace dziatania:

1) przeksztatci¢ tablice liczebnosci w tablice czestosci zawierajaca wy-

razenia:

fi, i, f,

ijr Ti
2) ustali¢ dla kazdego pola tablicy korelacyjnej iloczyny f; - f,,
3) dla kazdego pola tablicy sprawdzi¢ warunek niezaleznosci
f; — f,-f, =0; jesli jest on spetniony dla wszystkich p6l stwier-
dzamy wystepowanie niezaleznosci cech, w przeciwnym przypadku

kontynuujemy kolejne czynnosci,
4) w kazdym polu tablicy obliczy¢ kwadrat ustalonej réznice

(fij _fi'fj)z ’
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5) w kazdym polu obliczy¢ iloraz kwadratu réznicy oraz iloczynu

fo—f-fF
fi-fj,tzn.—(” : ')
fif,
6) dokonac¢ sumowania otrzymanych wielkosci i uzyskana wielkosé

wstawi¢ do licznika podanego wzoru.
Powyzsza procedure postepowania ilustruje przykiad 3.1.

Przykiad 3.1.

Zebrane informacje dotyczace czasu pozostawania bez pracy oraz po-
ziomu wyksztatcenia badanej grupy bezrobotnych ujeto w postaci nastepu-
jacej tablicy korelacyjnej:

Tablica 3.2. Bezrobotni miasta ,,K” wedtug czasu pozostawania bez
pracy (w miesiacach) oraz poziomu wyksztatcenia

( stan na 30.06.2003 r.)

Wyksztatcenie (X)
podstawowe | $rednie wyzsze n
Czas pozostawania
bez pracy (Y)

0-6 10 15 10 35
6-12 42 30 3 75
12 -18 33 15 2 50
18 -24 25 15 - 40
n, 110 75 15 200

Zrédto: Dane umowne

Zbadac, czy wystepuje zaleznosc¢ czasu pozostawania bez pracy od poziomu
wyksztalcenia bezrobotnych?

Rozwigzanie.

Badanie zaleznosci zostanie dokonane zgodnie z podanym wyzej algo-
rytmem postepowania, a wykonywanie dziatania umieszczono w ponizszej
tablicy roboczej (w pierwszym polu tablicy ponumerowano kolejne dziata-
nia zgodnie z podang wyzej kolejnoscia)

Suma ilorazéw (wystepujacych w ostatniej pozycji kazdego pola) wynosi
0,1685., zas minimalna liczba wariantéw obu cech — 3. Wstawiajac te wiel-
kosci do formuty 3.1. otrzymujemy:

4 - [0.1685 _ 0.26
3-1

Uzyskana wielkos¢ oznacza wystepowanie niewielkiej zaleznosci czasu po-
zostawania bez pracy od poziomu wyksztatcenia bezrobotnych.
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Wyksztatcenie(X)

N
Czas pozostawania podstawowe grednie wyzsze '
bez pracy (Y) [
10 15 10
(1) 0,05 0,075 0,05
0-6 (2) 0,0963 0,0656 0,0131 35
(3) 0,0463 0,0094 0,0369 0,175
4) 0,0021 | ~0,0001 0,0014
0,0223 0,0013 0,1068
42 30 3
0,21 0,15 0,015
6-12 0,2063 0,1406 0,0281 75
0,0037 0,0094 -0,0131 0,375
~0,0001 ~0,0001 0,0002
0,0001 0,0006 0,0061
33 15 2
0,165 0,075 0,01
12 -18 0,1375 0,0938 0,0188 50
0,0275 -0,0188 -0,0088 0,25
0,0008 0,0004 0,0001
0,0055 0,0047 0,0041
25 15 -
0,125 0,075 -
18-24 0,1100 0,0750 0,0150 40
0,0150 0 -0,015 0,20
0,0002 0 0,0002
0,0020 0 0,015
n; 110 75 15 200
j 0,55 0,375 0,075 1,00

Analizowana miara zaleznosci posiada nastepujace wlasnosci:

- jest wielkoscia niemianowana,
- przyjmuje wartosci z unormowanego przedziatu liczbowego <0 ; 1>,
- wskazuje natezenie zaleznosci,
- jest miara symetryczna,

- moze by¢ stosowana do badania zaleznosci w dowolnym uktadzie rodza-
jowym cech; nalezy jq stosowac przede wszystkim do badania zaleznosci
miedzy cechami opisowymi, badz miedzy opisowymi i liczbowymi.

3.3.2. Wspotczynnik zaleznosci Hellwiga

Pewna modyfikacje wspotczynnika zbieznosci Czuprowa stanowi wspot-
czynnik zaleznosci Hellwiga. Jego konstrukcja opiera sie réwniez na wyko-
rzystaniu warunku niezaleznosci cech w sensie nieparametrycznym. Proce-
dura jego wyznaczania w poréwnaniu ze wspoétczynnikiem Czuprowa jest
mniej skomplikowana rachunkowo i wymaga wykonania pierwszych trzech
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z podanych wyzej dziatan, w wyniku ktérych otrzymujemy wyrazenia o po-
staci: f; — f;- f,. Wsrdd otrzymanych wielkosci wyodrebniamy dwa pod-
zbiory:

G, dla ktérego f; — f,-f, >0

M, dla ktérego f; — f;- f, <0

Odpowiednio dla podanych dwdch podzbioréw zostalty zaproponowane
dwie postacie wspétczynnika zaleznosci Hellwiga:
a) dla podzbioru G:

> ofy - > fif
dGH — i,je G LTG 32
Cmin (r,s)

b) dla podzbioru M:

dMH — i,jeM 1 i,jeM 33
" min (r,s)

Nalezy zaznaczyé, ze w obu przypadkach uzyskujemy te samg wartosc¢
wspoétczynnika Hellwiga. Wspétczynnik ten posiada wiasnosci identyczne
jak wspotczynnik zbieznosci Czuprowa, lecz jest mniej pracochtonny. Dla
ilustracji procedury wyznaczania tego wspotczynnika wykorzystamy podany
wyzej przyktad 3.1 i wykonane w tablicy roboczej obliczenia oznaczone jako
1) - ().

Przyjmujemy, ze w dalszym postepowaniu ograniczymy sie do podzbioru
G, czyli tych pdl tablicy korelacyjnej, w ktérych spetniony jest warunek

f; — f,-f, >0, pozostate pola tablicy pozostawimy puste (por. ponizsza ta-
blica robocza)

Wyksztatcenie (X)
Czas pozostawania podstawowe grednie wyzsze f
bez pracy (Y) '
(1) 0,075 0,05
0-6 X (2) 0,0656 | 0,0131 0,175
(3) 0,0094 | 0,0369
0,21 0,15
6-12 0,2063 0,1406 X 0,375
0,0037 0,0094
0,165
12 -18 0,1375 X X 0,25
0,0275
0,125
18-24 0,1100 X X 0,20
0,0150
fj 0,55 0,375 0,075 1,00
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Dla wyodrebnionych p6l wyznaczamy odpowiednie sumy:
> f, =0,775 i > f - f, =06731
i,jeG i,jeG
podstawiajac je do wzoru 3.2. otrzymujemy:

d." = 0,775—(1,6731 039
1-=
3

Uzyskana wartos¢ miary odbiega nieznacznie od otrzymanej dla wspét-
czynnika zbieznosci Czuprowa. Oznacza ona wystepowanie wyraznej zalez-
nosci czasu pozostawania bez pracy od poziomu wyksztatcenia bezrobot-
nych.

3.4. METODA PARAMETRYCZNEGO BADANIA WSPOLZALEZNOSCI

Ta metoda badania wspoétzaleznosci cech, zwana réwniez metoda kore-
lacyjna, opiera sie na analizie wzajemnych powiazan wartosci cechy, a nie
jedynie — jak w przypadku metody nieparametrycznej — ich rozktadéw wa-
runkowych (liczebnosci badz czestosci). Najczesciej wykorzystywane w ra-
mach tej metody miary zaleznosci to:

a) stosunek korelacyjny,

b) wspébiczynnik korelacji liniowej Pearsona,

c) wspodiczynnik korelacji rang Spearmana.

3.4.1. Stosunek korelacyjny

Istota tej miary zaleznosci jest badanie podobienstwa srednich warun-
kowych cechy zaleznej (Y). Sa to srednie arytmetyczne wartosci tej cechy
przyporzadkowane wystepujacym w tablicy korelacyjnej wariantom cechy

niezaleznej. Jesli przyjmiemy je oznaczac¢ jako yx, lub in (w zaleznosci od
uktadu tablicy korelacyjnej: w pierwszym przypadku cecha X bedzie wyste-

powata w ,gtéwce” tablicy, w drugim — w ,boczku” tablicy), to mozna sfor-
mutowacé nastepujacy formalny warunek niezaleznosci cech w sensie kore-

lacyjnym:
jesli spetniona jest relacja:
)_/Xl = )_/XZ = )_/X3 =... = )_/Xk (gdzie: k — to liczba wariantéw cechy niezaleznej),

to pomiedzy badanymi cechami wystepuje niezaleznosé w sensie korelacyj-
nym (parametrycznym).

Jesli warunek ten nie jest spelniony woéwczas wystepuje zaleznosé w
sensie parametrycznym. Z powyzszego wynika, ze sama analiza srednich
warunkowych pozwala na wstepna ocene zaleznosci cech. Dodatkowo, gdy
rosnacym wartosciom cechy niezaleznej towarzysza rosnace wartosci sred-
nich warunkowych cechy zaleznej, stwierdzamy wystepowanie zaleznosci o
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kierunku dodatnim; natomiast, gdy rosnacym wartosciom cechy niezaleznej
odpowiadaja malejace wartosci srednich warunkowych cechy zaleznej — Kie-
runek zaleznosci jest ujemny. W sytuacji, gdy srednie warunkowe nie wy-
kazuja jednoznacznej tendencji, nie okreslamy na ich podstawie kierunku
zaleznosci. Analiza srednich warunkowych pozwala zatem na wstepna oce-
Nne zaleznosci cech. Dla oceny natezenia zaleznosci wykorzystywany jest
stosunek korelacyjny o postaci:

Z(yxl - y)Z ’ nj
rk= ) _ N 3.4,
W Y-y
| N
lub
2 =90
) N 3.5.
S(y) Z(yj _y)z 'nj
N
gdzie:

S()_/Xj ) lub S(VXI ) - odchylenie standardowe srednich warunko-

wych cechy zaleznej,
s(y) - odchylenie standardowe ogolne cechy zaleznej,

Y, lub Y, - srednie warunkowe cechy zaleznej,
] 1
Y - srednia ogélna cechy zalezne;j.

Podana pierwsza wersja tej miary jest wykorzystywana, gdy wartosci ce-
chy zaleznej (Y) wystepuja w ,boczku” tablicy, zas druga, gdy sa one
umieszczone w gidéwce” tablicy. Nalezy réwniez doda¢, iz wystepujace we
wzorach liczebnosci moga by¢ zastgpione czestosciami.

Algorytm obliczania tej miary mozna uja¢ w nastepujacych punktach:

1) wyznaczenie $rednich warunkowych i sredniej og6lnej cechy zalez-

nej (Y),

2) ustalenie wariancji, a nastepnie odchylenia standardowego srednich

warunkowych cechy zaleznej,

3) ustalenie wariancji, a nastepnie odchylenia standardowego ogdélnego

cechy zaleznej,

4) wyznaczenie wartosci miary r«.
Podana wyzej procedure postepowania ilustruje przykiad 3.2.
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Przyktad 3.2.

W ponizszej tablicy zawarto wyniki badania warunkéow materialnych lo-
sowej grupy gospodarstw domowych miasta ,L” uwzgledniajace wysokosé
dochodéw na 1 cztonka gospodarstwa domowego (Y) oraz liczbe os6b w go-
spodarstwie (X).

Tablica 3.3 Gospodarstwa domowe miasta ,,L” wedtug dochodéw na
1 osobe w zt oraz liczbe os6b w gospodarstwie

Dochéd na 1 Liczba os6b w gospodarstwie (X) n

osobe w zt (Y) 1-3 4-6 7-9 !
150 - 350 2 13 20 35
350 - 550 8 17 - 25
550 - 750 20 20 - 40
n 30 50 20 100

Zrédio: Dane umowne.

Na podstawie analizy srednich warunkowych oraz przy wykorzystaniu sto-
sunku korelacyjnego zbadaé¢, czy w badanej zbiorowosci wystepuje zalez-
nos¢ wysokosci dochodu na osobe od liczby oséb w gospodarstwie domo-
wym.

Rozwigzanie:

Srednie warunkowe cechy zaleznej beda stanowity srednie dochodéw na
osobe w wyodrebnionych trzech kategoriach wielkosci gospodarstw, tj. 1 — 3
0s6b, 4 — 6 0s6b oraz 7 - 9 os6b. Dla ich wyznaczenia nalezy ustali¢ srodki
przedziatéw klasowych dla dochodéw ( ujeto je w nawiasach w pierwszej ko-
lumnie ponizszej tablicy roboczej).

Poszczego6lne Srednie warunkowe wyznaczone zostana w nastepujacy
sposob:

_ 2:250+8:450+20-650 17100

V.. = ~ 57024
Yis 30 30 g
 13.250+17-450+20-650 23900
Vi = = =478 zt
50 50
20-250
Vs = oo = 250 2

Na podstawie uzyskanych srednich warunkowych mozna stwierdzi¢:

- po pierwsze, wystepuje zaleznos¢ wysokosci dochodéw na 1 osobe od
liczby os6b w gospodarstwie domowym, poniewaz srednie warunkowe
sa zréznicowane,

- po drugie, wystepuje ujemna zaleznos¢ wysokosci dochodéw od liczby
0s6b, poniewaz wraz ze wzrostem liczby os6b w gospodarstwie maleje
Srednia wysokosé dochodu na 1 osobe.

Dla pomiaru natezenia zaleznosci wykorzystamy stosunek korelacyjny,

a obliczenia pomocnicze zostaty wykonane w tablicy roboczej. Niezaleznie
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od ustalonych srednich warunkowych nalezy wyznaczy¢ sredni dochéd na
1 osobe we wszystkich gospodarstwach domowych. Dokonamy tego wedtug
wzoru:

o
2% _ 35.250+25-450+40-650 _ 46000

y=- =460 zt
N 100 100
Dochad Liczba 0sob ( X, ) (v -yF | (v, -y)n
($rodki przedzia- n Y-y Yi—Yy i
z v 1
tow- ;) 1-3 4-6 |7-9
250 2 13 20 35 44100 1543500
450 8 17 - 25 100 2500
650 20 20 - 40 36100 1444000
n 30 50 20 100 X z = 2990000
i
v 570 478 250 X X X
Xj
_ _ 12100 | 324 | 44100 X X X
(yxj - y)z
()7 _ )7)2 .p. | 363000 | 16200 | 882000 | %" 1261200 X %
X; j ]

Wyniki obliczenh pomocniczych podstawiamy do wzoru 3.4 i otrzymuje-
my:

1261200
k — 100 — 112’3 — 0,65
\/2990000 1729
100

Uzyskana wartos¢ miary oznacza, ze wystepuje wyrazna zaleznosé¢ wy-
sokosci dochoddéw na 1 osobe od liczby oséb w gospodarstwie domowym.
Wykorzystana miara nie okresla kierunku zaleznosci, ale na podstawie
srednich warunkowych stwierdzilismy, ze jest on ujemny.

Omawiana miara zaleznosci charakteryzuje sie nastepujacymi wiasno-
Sciami:

1) jest niemianowana,

2) jest unormowana w przedziale <0 ; 1>,

3) nie wskazuje kierunku zaleznosci; w szczegd6lnych przypadkach mo-

ze by¢ on okreslony w oparciu o srednie warunkowe,

4) jest w zasadzie niesymetryczna (zjawisko symetrii zachodzi tylko w

przypadku zwiazku prostoliniowego),

5) jest wykorzystywana do badania zaleznosci w zwigzkach krzywoli-

niowych lub, gdy charakter zwiazku nie jest znany,

6) stosuje sie ja do badania zaleznosci, gdy przynajmniej cecha zalezna

jest liczbowa,

7) speitnia warunek jednolitej preferencji wartosci.
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3.4.2. Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona

W przypadku, gdy badanie zaleznosci dotyczy dwdéch cech liczbowych, a
zwigazek miedzy nimi jest prostoliniowy, wéwczas nalezy do tego celu wyko-
rzysta¢ wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona. Miara ta wystepuje w
dwoch wersjach:

- opartej na danych ujetych w postaci szeregéw szczegbétowych,
- wykorzystujacej informacje ujete w tablicy korelacyjnej.
Dla pierwszego przypadku obliczana jest ona wedtug wzoru:

2 (x =x)-(y; - y)

" X
= = 3.6.
)-

X
). = 3.7.

gdzie:
c(X,y) - kowariancja cech X i,
S(X) - odchylenie standardowe cechy X,
S(y) - odchylenie standardowe cechy Y.

Wzér o postaci 3.7. odpowiada uktadowi tablicy, w ktdrej wartosci cechy
X umieszczone sa w jej ,gtéwce” , zas cechy Y w ‘boczku”; w przypadku od-
wrotnego ukiadu cech wystepujace w podanym wzorze indeksy i oraz j win-
ny byé zamienione miejscami. Nalezy réwniez dodaé, ze wystepujace we
wzorze 3.7 liczebnosci moga byc¢ zastapione czestosciami.

Jesli dla badania zaleznosci wykorzystujemy wersje wspétczynnika ko-
relacji dla szeregéw szczegbétowych, wéwczas wykonujemy kolejno nastepu-
jace dziatania:

1) wyznaczamy na podstawie szeregéw szczegétowych wartosci srednie

dla obu cech,

2) ustalamy wielkosci roznic poszczegdélnych wartosci cech X i Y oraz

ich wartosci srednich, tj. X —X oraz Y, -V,
3) ustalamy kwadraty uzyskanych réznic,

4) dokonujemy ich sumowania,
5) ustalamy iloczyny réznic uzyskanych w p. 2,
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6) dokonujemy sumowania tych iloczynéw,
7) uzyskane sumy podstawiamy do wzoru 3.6.
Procedure te ilustruje przykiad 3.3.

Przyktad 3.3.

Dla zbadania zaleznosci miedzy wielkosciag miesiecznych wydatkéw na
cele kulturalne (Y) a liczba os6b w gospodarstwie domowym (X) zebrano in-
formacje dla 20 wylosowanych gospodarstw gminy ,Z”. Otrzymano dane
zawarte w ponizszej tablicy:

Tablica 3.4. Gospodarstwa domowe gminy ,,Z” wedtug liczby oséb
oraz wysokosci miesiecznych wydatkéw na cele kulturalne

Liczbaoséb |3 |5|7| 2 |6 |4 |5|3|2|1| 4 |6|5[3|3|7|4|2|4]|3

Wydatki wzt|70|75|60|{100(85|70|90|50|70|70|110|75|40{60(90|90|75|60|80|90

Zrédio: Dane umowne

Przy pomocy wspétczynnika korelacji liniowej Pearsona zbadacé, czy wy-
stepuje zaleznosé wysokosci wydatkow od liczby oséb w gospodarstwie do-
mowym?

Rozwigzanie:
Obliczenia pomocnicze — zgodnie z podana procedura zostana wykonane
W ponizszej tablicy roboczej:

Liczba Wydatki Y R Ry g2 ( _5&( _S’)
X ; :

0s6b (X,) () X =" | ¥=Y | (%-Y) XY
3 70 -1 1 -5,5 30,25 5,5
5 75 1 1 -0,5 0,25 -0,5
7 60 3 9 -15,5 240,25 -46,5
2 100 -2 4 24,5 600,25 -49,0
6 85 2 4 9,5 90,25 19
4 70 0 0 -5,5 30,25 0
5 90 1 1 14,5 210,25 14,5
3 50 -1 1 -25,5 650,25 25,5
2 70 -2 4 -5,5 30,25 11
2 70 -2 4 -5,5 30,25 0
4 110 0 0 34,5 1190,25 0
6 75 2 4 -0,5 0,25 1
5 40 1 1 -35,5 1260,25 -35,5
3 60 -1 1 -15,5 240,25 15,5
3 90 -1 1 14,5 210,25 -14,5
7 90 3 9 14,5 210,25 43,5
4 75 0 0 -0,5 0,25 0
2 60 -2 4 -15,5 240,25 31,0
4 80 0 0 4.5 20,25 0
3 90 -1 1 14,5 210,25 -14,5

ZX = 80 ZVF 1510/ X | 2=50| X | X= 5495 Z = 150
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Wartosci srednie dla obu cech beda wynosity odpowiednio:

X = @ = 4,0 osoby y= @ =755z
20 20

Uzyskane w tablicy roboczej wyniki obliczen podstawiamy do wzoru 3.6.
i otrzymujemy:

15
20 0,75

(P = 20 - ~0,03
50 [5495 158-16,58
V20 \ 20

Otrzymana wartos¢ miary wskazuje na wystepowanie niewielkiej zalez-
nosci wysokosci wydatkéw na cele kulturalne od liczby os6b w badanych
gospodarstwach domowych.

W przypadku badania zaleznosci na podstawie danych ujetych w tablicy
korelacyjnej wykorzystujemy druga wersje wspotczynnika korelacji i w
zwiazku z tym wykonujemy kolejno nastepujace dziatania:

1) wyznaczamy wartosci srednie dla obu cech,

2) ustalamy wielkosci roznic poszczegdlnych wariantéw cech X i Y oraz

ich wartosci srednich, tj. X, —X oraz ¥, -V,

3) obliczamy iloczyny kwadratéw ustalonych wyzej réznic oraz odpo-
wiadajacych im liczebnosci brzegowych, tj. (X; — X)? ‘N, oraz

(v, —-9)"n
4) dokonujemy sumowania tych iloczynow,
5) dla poszczegdlnych pdl rozktadu tacznego ustalamy iloczyny
(Xj - )_()'(Yi - y)'nij
6) dokonujemy sumowania tych iloczynéw,
7) uzyskane sumy podstawiamy do wzoru 3.7.
W przypadku, gdy wartosci cech ujete sa w postaci przedziatéw klaso-

wych w obliczeniach wykorzystujemy srodki tych przedziatéw. Procedure te
ilustruje przyktad 3.4.

Przyktad 3.4.

Na podstawie danych z przykiadu 3.2 zbadac¢ zaleznosé¢ wysokosci do-
chodéw na 1 osobe od wielkosci gospodarstwa domowego zakladajac, ze
miedzy cechami wystepuje zwiazek prostoliniowy.

Rozwigzanie:

W tablicy korelacyjnej wartosci obu cech ujeto w postaci przedziatéw
klasowych, wobec czego w dalszych obliczeniach beda wykorzystywane ich
srodki (ujeto je w ponizszej tablicy roboczej). Ustalona w przykitadzie 3.2
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srednia dochodu (Y) wynosi 460 zt, a srednia liczby os6b w gospodarstwie
domowym ustalimy wedtug wzoru:

30-2+50-5+20-8 470
100 100

X = = 4,7 osoby.

Dalsze obliczenia pomocnicze wykonano w tablicy roboczej.

Dochéd Liczba o;é_b Jr(,s‘rodki
rodkiprze: | P IR
dziatow- ;) !
2 5 8
250 2 13 20 35 -210 1543500
567 | -63 | -693
1134 | -819 | -13860
450 8 17 - 25 -10 2500
27 -3 -
216 -51 -
650 20 20 - 40 190 1444000
-513 57 -
-10260 | 1140 -
nj 30 50 20 100 X Z: 2990000
I
X, — X -2,7 0,3 3,3 X X X
(X, —X)*-n, | 218,7 | 45 | 2178 =441y X
J

Na podstawie wykonanych obliczer ustalamy wartosé kowariancji C(X,Y) :

ol y) = 1134 (£819-+(-13860 +120106+ (-51 +(-10260+1140_ —iégoo: o5 (2} - 0SObY)

Podstawiajac te wielkos¢ i wyniki pozostatych obliczenn pomocniczych do
wzoru 3.7 otrzymujemy:

. _225 __-25 oo
\/441 | \/ 2990000 21:172,9 '
100 100

Uzyskana wartos¢ miary wskazuje na wystepowanie wyraznej, dodatniej
zaleznosci wysokosci dochodu na osobe od liczby oséb w gospodarstwie
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domowym. Przypomnijmy, ze obliczony wczesniej stosunek korelacyjny
przyjat wartos¢ 0,65 (zaleznos¢ wyrazna). Powstata niewielka réznica mie-
dzy wartosciami obu miar swiadczy o wystepowaniu miedzy badanymi ce-
chami zwiazku o charakterze zblizonym do prostoliniowego (przyjete dla
wspotczynnika Pearsona zatozenie o zwiazku prostoliniowym byto wobec te-
go uprawnione).

Podstawowe wlasnosci wspoétczynnika Pearsona mozna uja¢ w nastepu-
jacych punktach:

1) miara ta jest niemianowana,

2) miara jest unormowana w przedziale <-1 ; 1>,

3) wskazuje natezenie i kierunek zaleznosci,

4) miara ta jest symetryczna,

5) moze byé stosowana do badania zaleznosci w zwiazkach prostoli-

niowych,
6) badane cechy musza miec¢ charakter liczbowych,
7) spetnia wlasnosc¢ jednolitej preferencji wartosci.

3.4.3. Wspobtczynnik korelacji rang Spearmana

Stanowi on najmniej pracochtonna miare zaleznosci ustalana w oparciu
0 dane ujete w szeregach szczegdétowych. Istota badania zaleznosci w tym
przypadku polega na badaniu zgodnosci uporzadkowan (rang) wartosci obu
cech. Obie cechy musza by¢ wobec tego mierzone przynajmniej na skali po-
rzadkowej. Dodatkowo wymaga sie by zwiazek miedzy nimi byt prostolinio-
wy. Porzadkowanie (rangowanie) wartosci obu cech moze sie odbywaé¢ w
kierunku rosnacym lub malejacym (nalezy jednak pamietac¢, by kierunek
porzadkowania obu cech byt ten sam). W przypadku, gdy w szeregu wyste-
puje kilka identycznych wartosci cechy, wéwczas przyporzadkowywana jest
im srednia z rang odpowiadajacych tym wartosciom cechy. Jesli wystepuje
petna zgodnosc¢ uporzadkowan wartosci obu cech, to zwiazek miedzy nimi
ma charakter funkcyjny. Miara ta jest ustalana wedtug formuty:

6> (d, —d, f

N°®-N

3.8.

gdzie:

dXi , dyi - rangi przypisane wartosciom cechy odpowiadajacym i-tej

jednostce,
N - liczebnos¢ badanej zbiorowosci.
Procedure obliczania tej miary zaleznosci ilustruje przykiad 3.5.

Przyktad 3.5.

Na podstawie danych z przyktadu 3.3 zbadac¢ zaleznosé¢ wysokosci wy-
datkow na cele kulturalne od liczby os6b w gospodarstwie domowym za
pomoca wspoétczynnika korelacji rang Spearmana. Przyja¢ zatozenie, ze
zwiazek miedzy cechami jest prostoliniowy.
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Rozwigzanie:

Obliczenia pomocnicze zostana wykonane w ponizszej tablicy roboczej.
W kolumnach 3. i 4. dokonano rangowania wartosci cech X i Y od wartosci

najnizszych do najwyzszych.

Ll’czba Wydatki d, d. (d _d )2
0sob (X;) (y;) i Yi X i
3 70 7 7,5 0,25
5 75 15 11 16
7 60 19,5 4 240,25
2 100 2,5 19 272,25
6 85 17,5 14 12,25
4 70 11,5 7,5 16
5 90 15 16,5 2,25
3 50 7 2 25
2 70 2,5 7,5 25
2 70 2,5 7,5 25
4 110 11,5 20 72,25
6 75 17,5 11 42,25
5 40 15 1 196
3 60 7 4 9
3 90 7 16,5 90,25
7 90 19,5 16,5 9
4 75 11,5 11 0,25
2 60 2,5 4 2,25
4 80 11,5 13 2,25
3 90 7 16,5 90,25
Razem 1139,0

Podstawiajac uzyskana sume do wzoru 3.8 otrzymujemy:

o _, 611300 68340
7980

20°-20

=1-0,86=014

Uzyskana wartos¢ miary wskazuje na wystepowanie niewielkiej, dodat-
niej zaleznosci wydatkéw na cele kulturalne od wielkosci gospodarstw do-
mowych. Niewielka réznica w wartosciach miary Pearsona i Spearmana
wigze sie z mniejsza precyzja tej drugiej. Wspotczynnik Spearmana nie
uwzglednia bowiem stopnia zréznicowania poszczegélnych wartosci cechy.
Stosowany jest on z reguty do wstepnego badania zaleznosci. Wspétczynnik

ten charakteryzuja nastepujace wlasnosci:

1) jest miara niemianowana,

2) przyjmuje wartosci z unormowanego przedziatu <-1; 1>,
3) wskazuje natezenie i kierunek zaleznosci,
4)

jest miarag symetryczna,
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5) moze by¢ stosowany do badania zaleznosci w zwiazkach prostoli-
niowych,

6) badane cechy musza by¢ wyrazone przynajmniej na skali porzadko-
wej,

7) spetnia wlasnosc¢ jednolitej preferencji wartosci.

3.5. ANALIZA REGRESJI

Prezentowana wyzej analiza wspoétzaleznosci pozwala na ocene sity (i
ewentualnie kierunku) zaleznosci miedzy cechami opisujacymi okreslona
zbiorowos¢ statystyczna. Uzyskany wynik badania nie pozwala jednak
okresli¢ ,liczbowo”, jak zmiany wartosci jednej z cech wplywaja na wartosci
cechy drugiej. Pomocna w tym zakresie jest analiza regresji. Jej celem jest
skonstruowanie ponizszych funkcji regresji charakteryzujacych zwiazek
cech X oraz Y:

a) funkcja regresji Y wzgledem X, ktéra okresla, jakie zmiany Y powo-

duje wzrost X o jednostke,

b) funkcja regresji X wzgledem Y, ktéra okresla jakie zmiany X powo-

duje wzrost Y o jednostke.

Funkcje te pozwalajg zatem na oszacowanie wartosci jednej ze zmien-
nych przy zatozonych wartosciach drugiej z nich. Nalezy jednak doda¢, ze
rzadko szacowane sg obie funkcje; jest to zasadne tylko wéwczas, gdy ba-
dany zwiazek ma charakter dwustronny. W wiekszosci przypadkéw szaco-
wana jest jedna funkcja regresji - Y wzgledem X.

Procedura szacowania parametréow funkcji regresji musi by¢ poprzedzo-
na analiza zebranego materiatlu empirycznego (w postaci szeregéw staty-
stycznych lub tablicy korelacyjnej) dla dokonania wstepnej oceny charakte-
ru zwiazku miedzy cechami. Mozna w tym celu wykorzysta¢ wskazowki
podane w podrozdziale 3.1 (tabelaryczna i graficzna ocena zaleznosci). Jej
celem jest dob6r odpowiedniej postaci funkcji regresji: liniowej badz krzy-
woliniowej (np. hiperbolicznej, parabolicznej, wyktadniczej).

Dla dalszych rozwazan przyjmiemy, ze zwiazek miedzy cechami jest w
przyblizeniu prostoliniowy. Woéwczas szacowane funkcje regresji maja po-
stac¢ prostych okreslonych nastepujacymi formutami:

a) regresjaY wzgledem X:

y=a, x+b 3.9.

b) regresja X wzgledem Y:

X=a,y+b 3.10.

gdzie:
a, b - parametry réwnania regresji ustalane wedtug wzoréw poda-
nych nizej.
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Dla dalszych rozwazan jako podstawowe przyjmiemy pierwsze z poda-
nych réwnan regresji, bowiem opisuje zaleznos¢ cechy Y (zaleznej) od cechy
X (niezaleznej). Wystepujace w nim parametry a i b ustalane sa wedtug
WzOorow:

_C(xy) _ N
ay - sz (X) z (Xi _ Y)2 3.11.
N
b=y-a, X 3.12.

W przypadku drugiego réwnania parametry a i b beda wyznaczane
z formut:

C(x,y) N
a, = = - 3.13
sy) - Xly-y)
N
b=X-a,_y 3.14.

gdzie:
c(X,y) - kowariancja cech X i,

s*(X) - wariancja cechy X,
s*(y) - wariancja cechy Y.

Wystepujacy w podanych réwnaniach parametr a okreslany jest mia-
nem wspoétczynnika regresji i oznacza skale wzrostu (lub spadku) zmiennej,
dla ktérej skonstruowano réwnanie przy wzroscie wartosci drugiej zmiennej
0 jedna jednostke, zas parametr b oznacza poziom tej zmiennej, gdy druga
z nich przyjmuje wartosc¢ réwna zero.

Z wzordéw 3.11 i 3.13 wynika oczywista zaleznos¢:

P
r°==+/a, a 3.15.

jak réwniez, iz o znaku wspétczynnika regresji decyduje znak wspotczynni-
ka korelacji liniowej Pearsona wyrazajacego zaleznos¢ obu cech. Dla po-
trzeb szacowania réwnan regresji moze by¢ wykorzystywany materiat staty-
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styczny ujety zar6wno w postaci szeregéw szczegbétowych jak i tablic korela-
cyjnych.

Oszacowane réwnania regresji cechy Y wzgledem X oraz X wzgledem Y
nanoszone sa zwykle na uktad wspoétrzednych, a analiza ich wzajemnego
potozenia pozwala na ocene stopnia wspoétzaleznosci obu cech. | tak, jesli
obie linie potozone sg blisko siebie (kat miedzy nimi jest niewielki), to taka
sytuacja oznacza wystepowanie zaleznosci silnej; w przypadku pokrywania
sie obu linii jest to zaleznos¢ funkcyjna. W drugim skrajnym przypadku,
gdy kat miedzy liniami jest prosty, wystepuje niezaleznos¢ cech.

W praktyce oszacowane funkcje regresji jedynie z pewnym przyblize-
niem odzwierciedlajg faktyczne zwiazki wystepujace miedzy badanymi ce-
chami (zwlaszcza, gdy zaktada sie prostoliniowos¢ zwiazku). Powoduje to
koniecznos¢ badania stopnia ,dopasowania” oszacowanych funkcji do da-
nych empirycznych. W tym celu wykorzystywany moze byé wspétczynnik
qoz (fi kwadrat) okreslajacy, jaka czes¢ zmiennej zaleznej (objasnianej) nie
jest wynikiem oddziatywania zmiennej niezaleznej (objasniajacej).

Dla funkcji regresji Y wzgledem X wspotczynnik ten wyraza sie wzorem:

Sy -9
~ 3.16.

A YR

natomiast dla funkcji regresji X wzgledem Y ma postac:
s 2
z (Xi =X )

Im nizsza wartosé przyjmuje ten wspoétczynnik, tym lepsze jest ,dopa-
sowanie” réwnania regresji do danych empirycznych. Jako miare ,dopaso-
wania” funkcji wykorzystuje sie réwniez tzw. wspotczynnik determinaciji R? ,
ktéry stanowi przeciwienstwo wspotczynnika zbieznosci:

RP=1-¢° 3.18.

On z kolei okresla, jaka czes¢ zmiennosci badanej zmiennej objasnianej
(zaleznej) jest zdeterminowana oddziatywaniem zmiennej objasniajacej (nie-
zaleznej). W tym przypadku wyzsza wartosé¢ tego wspoétczynnika oznacza
lepsze dopasowanie funkcji regresji do danych empirycznych.

Wskaza¢ nalezy rowniez na zwiazek tego wspotczynnika ze wspétczyn-
nikiem korelacji liniowej Pearsona. Zwiazek ten wyraza sie wzorem:

R? — (rP)2 3.19
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Procedure szacowania rownan regresji ilustruje przyktad 3.6.
Przyktad 3.6.
Dla losowej grupy pracownikéw zebrano informacje dotyczace ich stazu
pracy (X) - w latach oraz wydajnosci pracy (Y) - w szt./godz. Informacje te
ujeto w postaci podanej tablicy:

Tabela 3.5. Pracownicy przedsiebiorstwa ,,Z” wedtug stazu pracy

i wydajnosci pracy

Staz 8| 10| 2| 4| 7| 25| 18| 17| 13 7| 10| 22| 8
Wydajnosé 12| 13| 6| 7| 10| 15| 20| 19| 15 10| 14| 20| 12| 8

Zrédio: Dane umowne.

Oszacowac¢ réwnania regresji wydajnosci pracy pracownikéw wzgledem
ich stazu pracy i stazu pracy wzgledem ich wydajnosci pracy. Dokonac¢ na
podstawie ich przebiegu stopnia zaleznosci badanych cech. Dokonac¢ oceny
stopnia dopasowania uzyskanych funkcji do danych empirycznych.

Rozwigzanie:

Oszacowane zostana dwa rownania regresji o postaci 3.9 i 3.10. Dla wy-
znaczenia ich parametréw obliczenia pomocnicze wykonano w ponizszej ta-
blicy roboczej.

Staz pracy Wydajnosé 3 Y 3 s _ B R o
(XI) pl’aCy(y,) )Q_X ()ﬂ—X) y|_y (y|_y) ()ﬁ_x)(y._y) yl (yl_yl)
1 2 3 4 5 6 7 8 9
8 12 -3 9 -1 1 3 11,38] 0,38
10 13 -1 1 0 0 0 12,46] 0,29
4 8 -7 49 -5 25 35 9,22 | 1,49
7 10 -4 16 -3 9 12 10,84 0,71
7 10 -4 16 -3 9 12 10,84 0,71
25 15 14 196 2 4 28 20,56 30,91
18 20 7 49 7 49 49 16,78| 10,37
17 19 6 36 6 36 36 16,24]| 7,62
13 15 2 4 2 4 4 14,08] 0,85
5 9 -6 36 -4 16 24 9,76 | 0,58
7 10 -4 16 -3 9 12 10,84] 0,71
10 14 -1 1 1 1 -1 12,46| 237
22 20 11 121 7 49 77 18,94| 1,12
8 12 -3 9 -1 1 3 11,38] 0,38
4 8 -7 49 -5 25 35 9,22 | 1,49
Z’? =165 ZX =195 | x | 608 X 238 329 X | 59,98
I I
Wartosci srednie dla obu cech wynosza:
1 1
X = E =11 lat y= E =13 szt/godz.
15 15
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Na podstawie wykonanych obliczenh pomochiczych wyznaczamy parame-
try réwnan regres;ji:
- Y wzgledem X:

329

15 2193
==—=——=054

608 ~ 40,53

15

b=13-0,54-11=7,06
i w konsekwencji otrzymujemy réwnanie o postaci:
y=0,54x+7,06

Parametry tego réwnania mozna interpretowac¢ nastepujaco: wzrost sta-
zu pracy pracownika o 1 rok powoduje sredni wzrost wydajnosci o 0,54
szt/godz., zas§ przy ,zerowym” stazu pracy wydajnos¢ wyniostaby 7,06
szt/godz.
- X wzgledem Y:

329

15 2193
=10 2590 38

238 1587

15

b=11-138-13=-6,94
a réwnanie regresji ma postac:

X =138y—6,94.

Przebieg prostych oszacowanych powyzszymi réwnaniami obrazuje
rys. 3.2.

W tym przypadku uzyskane parametry oznaczaja: wzrost wydajnosci
pracy o 1 szt/godz. wywotywany jest wzrostem stazu o 1,38 roku, interpre-
tacja drugiego z parametréw jest bezsensowna.

Podstawowe znaczenie posiada pierwsze z oszacowanych réwnan, bo-
wiem trudno uzna¢ badany zwiazek za dwustronny.

Na podstawie uzyskanego réwnania regresji mozna - zgodnie z wzorem
3.15 - okresli¢ wartosé wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona mierzace-
go zaleznos¢ miedzy badanymi cechami:

r=+,054138~0,86.
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Wskazuje on na silng dodatnia zaleznos¢ wydajnosci pracy od stazu
pracy.

Rys. 3.2
Proste regresji

y

14+
131
121
17

sy S T S S S X
/-&4(13»12»11»10—9/-8/7 6 -5 -4 -3 »2-11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Zrodio: opracowanie wiasne

Na podstawie obliczen pomocniczych zamieszczonych w tablicy roboczej
okreslimy réwniez stopien dopasowania funkcji regresji Y wzgledem X do
danych empirycznych. W kolumnie 8. ustalono wartosci hipotetyczne

)7i przy wykorzystaniu oszacowanego réwnania regresji, a w kolumnie 9.

kwadraty odchylen wartosci empirycznych od odpowiadajacych im wartosci
hipotetycznych. Wspdétczynnik zbieznosci obliczony wedtug wzoru 3.16 wy-
nosi:

. 5008
_ 998 _ 45
Py ="

Ustalony na jego podstawie wspoéitczynnik determinacji (por. wzor 3.18)
bedzie wynosit:

R*=1-0,25=0,75

Wobec tego mozna stwierdzi¢, ze zmiennos¢ wydajnosci pracy jest w
75 % zdeterminowana stazem pracy, a w 25% innymi czynnikami.
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Rozdziat IV

Analiza szeregoéw czasowych

4.1. WPROWADZENIE

Opisu rozwoju zjawiska badz zbiorowosci mozna dokonaé réwniez przy
pomocy szeregdéw czasowych (inaczej chronologicznych, dynamicznych). Sze-
regi takie moga mieé¢ posta¢ tablic dwukolumnowych badz dwuwierszo-
wych, w ktoérych wartosci analizowanej zmiennej sa uporzadkowane wedtug
czasu. Zmienna ta bedziemy w dalszym ciagu oznaczali jako Y, a jej realiza-

cje Y, » zas zmienna czasowa -T i jej realizacje t;. Czas jest zmienna ciagta,

ktoérej realizacjami moga by¢ poszczegdlne momenty czasowe badz przedzia-
ty czasowe (okresy). Odpowiednio do tych dwoéch przypadkéw mozna wy-
rozni¢ dwa typy szeregOw prezentujacych rozwoj zjawiska badz zbiorowosci
W czasie.

Szereg czasowy momentéw prezentuje zwykle rozwoj okreslonej zbioro-
wosci (zjawiska), ktérej jednostki istnieja w diuzszym okresie czasu, a sze-
reg podaje jej stan w ré6znych momentach czasu (np. ludnosé¢ Jeleniej Gory
w latach 1990 - 2000, stan na 31.12.) Sumowanie wartosci tak ujetej
zmiennej nie ma sensu (oznaczatoby ono wielokrotne dodawanie tych sa-
mych wartosci); mozna je natomiast odejmowac od siebie, a réznice obrazu-
ja zmiany stanu badanej zbiorowosci. Umozliwia to przejscie z szeregow
czasowych momentéw na szeregi czasowe okresow. Informacje ujete w ta-
kim szeregu obrazuja przyrosty badz spadki poziomu badanego zjawiska w
okreslonym przedziale czasowym.

Przecietny poziom zjawiska, ktérego wielkosci ujete sa w szeregu czaso-
wym momentéw ustalamy przy wykorzystaniu sSredniej chronologicznej o
postaci:

Ly 4t
Eyl y2 reer Eyn 4.1.

n-1

ychr =
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Szereg czasowy okreséw zawiera informacje dotyczace zbiorowosci lub
zjawiska istniejacego w poszczegdlnych okresach, gdy jednostki tworzace je
moga by¢ klasyfikowane roztacznie wedtug czasu. Rozwoj zbiorowosci w ta-
kim przypadku podawany jest jako liczba jednostek w poszczegélnych okre-
sach czasu (np. liczba zawartych malzeristw w Polsce w latach 1991 -
2002). Wartosci ujete w takim szeregu moga by¢ sumowane.

Przecietny poziom zjawiska opisanego szeregiem czasowym okreséw
ustalamy (przy zatozeniu réwnosci przedziatéw czasowych) wykorzystujac
do tego celu S$rednig arytmetyczng w wersji przewidzianej dla szeregow
szczegotowych (zob. wzor 2.5)

Analiza danych ujetych w szeregach czasowych okreséw jest mozliwa
przy zapewnieniu ich poréwnywalnosci. Warunki tej poréwnywalnosci moz-
na ujac¢ nastepujaco:

- poziom zjawiska dla poszczegdlnych okreséw musi byé wyrazony w tych
samych jednostkach miary,

- musi wystepowaé jednakowa rozpietos¢ poszczegélnych przedziatow
czasowych; w przypadku nierownych okreséw nalezy badaé¢ natezenie
zmiennej w przeliczeniu na przedziaty o okreslonej rozpietosci.

- mozna poréwnywac¢ miedzy soba informacje ujete w szeregach tego sa-
mego typu (szeregi okreséw badz szeregi momentéw) przy czym infor-
macje musza dotyczyé tych samych okreséw badZz momentéw,

- poréwnywalnos¢ danych jest mozliwa, gdy dotycza one tego samego ob-
szaru (np. niemozliwe jest poréwnywanie danych dotyczacych woje-
wodztw sprzed i po 1999 roku).

4.2. MIARY DYNAMIKI
4.2.1. Klasyfikacja miar dynamiki

Analiza dynamiki zjawiska opisanego szeregiem czasowym prowadzona
jest przy wykorzystaniu miar dynamiki. Moga byé¢ one klasyfikowane we-
dtug dwéch kryteridw:

I Z uwagi ha sposéb wyznaczania wartosci miary dynamiki mozemy
wyroéznic:

e miary dynamiki réznicowe (przyrosty)s,

e miary dynamiki ilorazowe (indeksy, wskazniki dynamiki, miary stosun-

kowe).

Miary dynamiki réznicowe sg ustalane jako réznica poziomoéw zjawi-
ska w okresach (momentach) badanym i poréwnawczym, natomiast
miary ilorazowe ustalane sa jako iloraz poziomoéw zjawiska w okre-
sach (momentach) badanym i poréwnawczym.

Il. ze wzgledu na rodzaj przyjetej bazy poréwnawczej wyroznia sie:

e miary dynamiki jednopodstawowe (miary dynamiki o podstawie statej),

e miary dynamiki taricuchowe (miary dynamiki o podstawie zmiennej).

8 Postugiwanie sie kategoria ,przyrostu” w przypadku malejacego poziomu zjawiska (czyli
ujemnej wartosci tej miary) wydaje sie by¢ niezrecznym okresleniem
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W przypadku miar jednopodstawowych dla celéw analizy dynamiki je-
den z okreséw (momentéw) przyjmowany jest jako stata baza poréwnawcza
i poziom zjawiska kazdego z pozostatych okreséw (momentéw) jest pordow-
nywany (na zasadzie réznicy badz ilorazu) z poziomem zjawiska wystepuja-
cym w okresie (momencie) bazowym. Istotny problem stanowi tutaj kwestia
wyboru bazy poréwnawczej; nie powinien jej stanowi¢ okres (moment), w
ktéorym poziom zjawiska byt wyjatkowo niski badz wysoki. Najczesciej jako
podstawe poréwnan przyjmuje sie poziom zjawiska w pierwszym wystepu-
jacym w szeregu okresie (momencie).

Dokonujac analizy dynamiki przy pomocy miar taricuchowych poziom
zjawiska kazdego z okreséw (momentdéw) poréwnywany jest (na zasadzie
réznicy badz ilorazu) z poziomem zjawiska wystepujacym w okresie (mo-
mencie) poprzedzajacym; badamy wiec w tym przypadku zmiany poziomu
zjawiska z okresu na okres.

Zaréwno miary roéznicowe jak i ilorazowe moga mieé charakter miar
jednopodstawowych jak i tancuchowych.

4.2.2. Ré6znicowe miary dynamiki

Wsrod miar réznicowych wyréznia sie dodatkowo:

¢ rdznice absolutng ,

¢ réznice wzgledna.

Obie miary moga miec¢ charakter miar jednopodstawowych lub tancu-
chowych.

Réznice absolutng jednopodstawowg ( R% /s) obliczamy wedtug wzoru:
R% s = Y, -V, 4.2.

natomiast réznice absolutng taricuchowaq ( R /r-1) wedtug formuty:

a —
Rjra = Ye =¥ 4.3.
gdzie: Y, - oznacza poziom zjawiska w okresie (momencie) badanym,
Y, - 0znacza poziom zjawiska w okresie (momencie) bazowym,

Y,_, - poziom zjawiska w okresie (momencie) poprzedzajacym.

Wymienione miary maja charakter miar absolutnych (mianowanych);
nie moga wiec byé wykorzystywane w analizie poréwnawczej dynamiki roz-
nych zjawisk badz zbiorowosci. Moga one przyjmowac wartosci z przedziatu
(-0 ; + o).

Kolejne miary dynamiki to réznica wzgledna jednopodstawowa (R"/s)
ustalana wedtug wzoru:
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Rltis 1002 Y=Y 100 44,
Ve A

Rwr/s:

i réznica wzgledna taricuchowa (R"/r-1) obliczana wedtug wzoru:

RY 1y = Rt 00 = Yo~ Yea 10

yr—l yr—l 4.5.

Wymienione wyzej miary o charakterze wzglednym sa miarami niemia-
nowanymi i moga by¢ wyrazone w postaci dziesietnej lub w procentach (na-
lezy wowczas - jak w podanych formutach - ich warto§¢ pomnozy¢ przez
100). Wartos¢ miary (moze by¢ dodatnia badz ujemna lub zerowa) informu-
je, jaki byt wzrost lub spadek poziomu badanego zjawiska w okresie (mo-
mencie) badanym w stosunku do poréwnawczego.

4.2.3. llorazowe miary dynamiki (indeksy)

W literaturze wyrdéznia sie dwa typy indekséw (miar ilorazowych): indy-
widualne (proste) i agregatowe (zespotowe). Indeksy indywidualne sa wyko-
rzystywane w analizie dynamiki zjawisk prostych i moga mie¢ charakter
miar jednopodstawowych (o podstawie stalej) badz tancuchowych (o pod-

stawie zmiennej) °. Indeks indywidualny o podstawie stalej (Wr/s) oblicza-
ny jest wedtug wzoru :

Wirs = J1.100 4.6.
Ve

zas indeks indywidualny o podstawie zmiennej ( \Nir/r—l) wedtug formuty:

V\/Jr/r—l=

4.7.
yr—l

gdzie: oznaczenia jak we wzorach 4.2i 4.3.

Podane miary moga by¢ wyrazone w postaci utamkéw dziesietnych lub
w procentach (wymaga to pomnozenia indeksow — jak w podanych wzorach

9 Nalezy tu zwrdci¢ uwage na sposob zapisu tych indekséw we wszelkiego rodzaju rocznikach;
zapis "rok poprzedni = 100" oznacza, iz podane indeksy maja charakter miar tancuchowych,
zas zapis " rok s = 100" oznacza, iz podane indeksy maja charakter miar jednopodstawo-
wych , gdzie jako statg baze poréwnawcza przyjeto rok s.



100

Zygmunt Bobowski

- przez 100). W praktyce czesciej wykorzystywana jest ta druga mozliwosé

wyrazania wartosci indeksoéw z uwagi na tatwos¢ ich interpretaciji.

Sposrod wymienionych miar dynamiki w praktyce czesciej wykorzysty-
wane sa indeksy, co ma m. in. niewatpliwy zwiazek z wiekszymi mozliwo-
sciami ich wzajemnego przeksztatcania bez koniecznosci siegania do da-
nych pierwotnych. | tak:

a) jesli zachodzi potrzeba zmiany bazy poréwnawczej w szeregu indeksow
jednopodstawowych nalezy dokonaé dzielenia wszystkich indeksow wy-
stepujacych w takim szeregu przez indeks okresu wybranego jako ba-
zowy,

b) w celu przeksztatcenia szeregu indekséw o podstawie statej w ciag in-
deksow tancuchowych indeks kazdego z okreséw dzielimy przez indeks
okresu poprzedzajacego,

c) dla przeksztatcenia szeregu indekséw o podstawie zmiennej w ciag in-
dekséw o podstawie statej:

- dla okreséw ,wczesniejszych” od okresu obranego za bazowy odpo-
wiednie indeksy uzyskujemy jako odwrotnos¢ iloczynu wszystkich
indeksow tancuchowych poczawszy od indeksu wystepujacego bez-
posrednio po badanym okresie do indeksu dla okresu bazowego,

- dla okresu przyjetego za bazowy indeks wyniesie 1 lub 100 %,

- dla okresow ,p06zniejszych” od okresu bazowego odpowiednie indeksy
uzyskujemy jako iloczyn wszystkich kolejnych indekséw tancucho-
wych poczawszy od indeksu okresu wystepujacego bezposrednio po
bazowym na indeksie dla okresu badanego konczac.

Indeksy agregatowe (zespotowe) sa wykorzystywane w analizie dynamiki
zbiorowosci (zjawisk) ztozonych. W takich przypadkach wystepuje zwykle
niejednorodnos¢ jednostek tworzacych zbiorowosé, w zwiazku z czym anali-
za jej rozwoju w czasie wymaga znalezienia wspélnej jednostki miary. Naj-
czesciej taka wspodlng jednostkg miary (czynnikiem agregujacym) jest cena,
a jej wykorzystanie umozliwia zastosowanie indekséw wartosciowych w
analizie dynamiki takiej populacji badz zjawiska. Wykorzystywane w takiej
sytuacji indeksy moga mieé¢ oczywiscie réwniez charakter miar jednopod-
stawowych badz tancuchowych. W analizie zjawisk socjologicznych indeksy
te nie maja w zasadzie zastosowania.

Procedure ustalania wyzej omowionych miar dynamiki jak réwniez ist-
niejacych mozliwosci ich wzajemnego przeksztatcania ilustruja ponizsze
przyktady.

Przyktad 4.1.
Ponizsze zestawienie zawiera informacje dotyczace liczby zarejestrowa-
nych bezrobotnych w miescie ,K” w latach 1995 - 2002 (stan na 31.12.)

Rok 1995 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002

Bezrobotni (w tys. osob) 155 |14,9 14,5 |14,5 |15,1 |15,4 |15,7 |16,2

Zrédio: Dane umowne

Na podstawie powyzszych danych zbada¢ dynamike liczby bezrobotnych
przy pomocy:
a) roznicowych miar dynamiki,
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b) ilorazowych miar dynamiki.
Dokonac¢ interpretacji ustalonych wartosci miar.

Rozwigzanie

ad. a) Dla zbadania dynamiki wykorzystamy nastepujace miary dynamiki:
réznice absolutna o podstawie statej (wz6r4.2), réznice absolutna o podsta-
wie zmiennej (wzoér 4.3), roznice wzgledna jednopodstawowa (wzér 4.4) oraz
réznice wzgledna tancuchowa (wzor 4.5). Obliczen pomocniczych dokonano
w ponizszej tabeli roboczej w kolumnach 3 - 6; w przypadku miar jedno-
podstawowych jako baze poréwnawcza przyjeto liczbe bezrobotnych w 1995
roku.

Rok Liczba R? R? R" 11005 | R /r1 | Writoes | Wt
bezrobotnych r/1995 rir-1 (W %) (W %) (W %) (W %)
1 2 3 4 5 6 7 8
1995 15,5 0 - 0 - 100 -
1996 14,9 -0,6 -0,6 -3,87 - 3,87 96,13 96,13
1997 14,5 -1,0 -0,4 - 6,45 -2,68 93,55 97,32
1998 14,5 -1,0 0 - 6,45 0 93,55 100
1999 15,1 -0,4 0,6 -2,58 4,14 97,42 104,14
2000 15,4 -0,1 0,3 - 0,65 1,99 99,35 101,99
2001 15,7 0,2 0,3 1,29 1,94 101,29 | 101,94
2002 16,2 0,7 0,5 4,52 3,18 104,52 | 103,18

Przyktadowo zinterpretujemy wartosci uzyskanych wyzej miar dynamiki
dla roku 2000:

- R%000/1955 = - 0,1 oznacza, ze liczba bezrobotnych (wedtug stanu na
31.12.) w roku 2000 byta 0 100 oso6b nizsza niz w roku 1995;

- R%uo00/1099 = 0,3 0znacza, iz liczba bezrobotnych na koniec roku 2000 byta
0 300 os6b wyzsza niz w roku 1999;

- R%000/1905 = - 0,65 oznacza, iz liczba bezrobotnych w roku 2000 byta o
0,65 % nizsza w relacji do stanu na koniec 1995 roku;

- R"2000/1999 = 1,99 oznacza wzrost liczby bezrobotnych na koniec roku
2000 0 1,99 % w stosunku do roku poprzedniego.
ad. b) Wyznaczymy tu wartosci indeksow indywidualnych jednopodstawo-
wych (wzér 4.6 ) oraz indekséw indywidualnych o podstawie zmiennej (
wzoér 4.7). Obliczenia pomochicze zawarte sa w powyzszej tablicy roboczej w
kolumnach 7 i 8.
Zinterpretujemy wartosci tych miar réwniez dla roku 2000:

- Wa000/1095 = 99,35 % oznacza, ze liczba bezrobotnych na koniec 2000 roku
stanowita 99,35 % ich stanu z roku 1995, co jednoczesnie
Swiadczy o spadku ich liczby o 0,65 % w stosunku do roku ba-

zowego ( por. R"2000/1905 = - 0,65);
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- W2000/1909 = 101,99 % oznacza, z liczba bezrobotnych na koniec roku
2000 stanowita 101,99 % ich liczby z roku poprzedzajacego,
czyli byta wyzsza 0 1,99 % ( por. R"2000/1900 = 1,99).
Z uzyskanych wartosci miar wynikaja oczywiste zaleznosci zachodzace
miedzy roznica wzgledna a indeksem indywidualnym:

Rwr/s +1OO = \er/S
RWr/r—l +100 = \Nir/r—l

Przyktad 4.2.
Ponizsza tablica zawiera informacje dotyczace dynamiki stopy bezrobo-
cia w powiecie ,L” w latach 1995 - 2001

Rok 1095 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001
w

RYss | 55 0 8,2 105 | 150 | 120 | 10,0
(w %)

Zrédio: Dane umowne

Podany szereg przeksztatci¢ w ciag:
a) indeksoéw jednopodstawowych o podstawie: rok 1996 =100,
b) indekséw tanncuchowych,
c) indekséw jednopodstawowych o podstawie: rok 1999 = 100.

Rozwigzanie:

Przyktad ten ilustruje mozliwosci ustalania réznych miar dynamiki w
przypadku posiadania jakiegokolwiek ciggu miar dynamiki, bez konieczno-
sci ,siegania” do danych pierwotnych. W tym celu korzystamy tu z poda-
nych wczesniej mozliwosci wzajemnego przeksztatcania miar dynamiki. Po-
szczegllne przeksztalcenia zostana wykonane w kolejnych kolumnach po-
nizszej tabeli roboczej

Rok RWr /1996 V\/Ir /1996 Wr /r-1 V\/Ir /1999
(w %) (w %) (w %) (w %)
1 2 3 4 5
1995 5,5 105,5 - 91,74
1996 0 100,0 94,79 86,96
1997 8,2 108,2 108,20 94,09
1998 10,5 110,5 102,13 96,09
1999 15,0 115,0 104,07 100
2000 12,0 112,0 97,39 97,39
2001 10,0 110,0 98,21 95,65

ad. a) Podany szereg charakteryzuje dynamike stopy bezrobocia za pomoca
ciagu roznic wzglednych przy zatozonym roku bazowym 1996. Dla
uzyskania ciagu indeksow jednopodstawowych przy tym samym ro-
ku bazowym dodajemy 100 do wartosci réznic wzglednych, np. dla
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roku 2000: 100 + 12,0 = 112,0 %; uzyskane wielkosci zawarto w ko-
lumnie 3,

ad. b) Indeksy tancuchowe (kolumna 4) dla poszczeg6lnych lat ustalono
dzielac indeks jednopodstawowy danego roku przez indeks roku po-
przedzajacego ( z kolumny 3), np. dla roku 2000:

ﬂ.loo = 97,399% (mnozenie tego ilorazu przez 100 daje wynik
115,0
dziatania wyrazony w %); indeks tancuchowy dla roku 1995 nie ist-
nieje,

ad. c) Dla ustalenia indekséw o podstawie stalej na poziomie roku 1999 do-
konujemy zamiany bazy poréwnawczej w ciagu indekséw z kolumny
3. Odbywa sie to poprzez dzielenie indeksow dla kazdego roku (z ko-
lumny 3) przez indeks dla roku 1999 z tej kolumny, tj. przez115 %,

np. dla roku 1995: %.100 =91,74%
115 ,0

4.3. METODY WYODREBNIANIA TENDENCJI ROZWOJOWEJ
4.3.1. Metoda oceny wzrokowej i mechaniczna

Badanie tendencji rozwojowej wiaze sie z analiza rozwoju zjawiska w
dtuzszych przedziatach czasowych: kilkunasto-, kilkudziesiecioletnich. Do-
konujac takiej analizy nalezy zwrdci¢ uwage, iz rozw0j wiekszosci zjawisk w
czasie uwarunkowany jest oddziatywaniem wielu czynnikéw (przyczyn).
Mozna wsrod nich wyroznié przyczyny gtéwne; efektem ich oddziatywania -
w diuzszym okresie czasu - jest wystepowanie okreslonej tendencji rozwo-
jowej (zwanej réwniez trendem). Niezaleznie od wystepowania przyczyn
gtébwnych nalezy odnotowaé¢ oddziatywanie przyczyn ubocznych. Powoduja
one wystepowanie - obok wspomnianej tendencji rozwojowej - réznego ro-
dzaju wahan. Wyodrebnia sie wsréd nich:

e wahania okresowe (cykliczne), czyli wahania regularne o okreslonym
cyklu,

e wahania sezonowe, tzn. wahania okresowe o cyklu rocznym, miesiecz-
nym lub dobowym,

¢ wahania nieregularne, wynikajace np. ze zdarzen katastrofalnych badz
oddziatywania znacznej liczby przyczyn ubocznych.

W literaturze wyréznia sie kilka metod wyznaczania tendencji rozwojo-
wej. Najprostsza z nich to metoda odreczna (metoda oceny wzrokowej). Dla
potrzeb tej metody informacje zawarte w szeregu czasowym przenosimy na
uktad wspotrzednych i na podstawie uzyskanego rozrzutu punktéw doko-
nujemy oceny charakteru tendencji rozwojowej. Odbywa sie to poprzez od-
reczne wykreslenie linii przebiegajacej miedzy naniesionymi punktami w
ten sposob by w przyblizeniu byla ona najmniej oddalona od naniesionych
punktéw. Tak wykreslona linia pomija oczywiscie wystepujace w poszcze-
g6lnych okresach wahania. Metoda ta pozwala na efektywne okreslenie
charakteru tendencji w przypadkach, gdy punkty obrazujace poziom zjawi-
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ska w poszczegblnych okresach uktadaja sie w niezbyt szerokim ,pasie”.
Najczesciej jednak metoda ta stanowi jedynie etap wstepny analitycznej me-
tody wyznaczania tendencji rozwojowej.

Metoda mechaniczna wyodrebniania tendencji rozwojowej (zwana row-
niez metoda wygtadzania szeregéw czasowych) polega na zastepowaniu da-
nych empirycznych wystepujacych w szeregu wartosciami srednimi. Wyste-
puje ona w dwdch odmianach. Pierwsza z nich okreslamy mianem metody
mechanicznej opartej na srednich ruchomych liczonych dla okreslonej liczby
okreséw. Taka procedura wyodrebniania tendencji rozwojowej prowadzi do
wygtadzenia pierwotnego szeregu czasowego, poniewaz wystepujace waha-
nia rozktadaja sie na odpowiednig liczbe okreséw. Srednie takie moga byé
one liczone dla danych z nieparzystej lub parzystej liczby okreséw (w dru-
gim przypadku srednie nosza nazwe centrowanych). W przypadku srednich
liczonych z nieparzystej liczby okreséw wystepuje tatwosc ich przyporzad-
kowania konkretnemu okresowi srodkowemu, co powoduje, iz Sa one cze-
sciej wykorzystywane. Moga to by¢ srednie 3-, 5-, 7- okresowe, przy czym
nalezy zwréci¢ uwage, ze ,wygtadzenie” szeregu bedzie tym wieksze im
srednia jest liczona z wiekszej liczby wyrazéw. Srednie te maja charakter
Sredniej arytmetycznej i sa liczonej wedtug nastepujacych wzoréw
- srednie ruchome 3-okresowe:

@, - Y1t ¥otYs Ly, = Yot ¥Yat Y. y@® = Yoot Yot Yn 4.8

y 3 3 ' 3

Zauwazmy, ze pierwsza srednia (7(3)2) jest przyporzadkowana okresowi
drugiemu, druga (y(%)— trzeciemu, a ostatnia (y(3>n_1) — przedostatniemu,

- Srednie 5-okresowe:

7(5)_y1+y2+y3+y4+y5 . 7(5)_y2+y3+y4+y5+y6
Y, = 5 e Yy = 5

4.9.

- (B _ Yoog t yn—3 T Yoot Yaart Vi
yn—Z - 5

W tym przypadku pierwsza srednia (7(5)3) jest przyporzadkowana okre-

sowi trzeciemu, druga (7(5)4) — czwartemu, a ostatnia (y(S)n_z) - trzeciemu
od konca

Srednie ruchome dla wiekszej liczby okreséw beda liczone wedtug po-
dobnych zasad.

Obok zalety metody mechanicznej - tj. prostoty obliczen - nalezy zwrécié
uwage na istotny jej mankament polegajacy na ,skracaniu” szeregu czaso-
wego. Im §rednia jest wyznaczana dla wiekszej liczby okreséw, tym wiek-
szemu skrdoceniu ulega szereg, ale jednocze$nie uzyskujemy jego wieksze
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~wygtadzenie”; w przypadku sredniej 3-okresowej tracimy informacje dla
dwoch skrajnych okresow, przy 5-okresowej - dla czterech, 7-okresowej az
dla szesciu okresow. Dtugosé okresu sredniej ruchomej zalezy gtéwnie od
ditugosci szeregu czasowego. Powoduje to ograniczong praktyczna przydat-
nos¢ tej metody, zwlaszcza w przypadku krétszych szeregéw czasowych i
duzej amplitudy wahan.

Druga odmiana metody mechanicznej oparta jest na srednich podokre-
sOw. Polega ona na wyznaczeniu sredniego poziomu badanego zjawiska dla
wyodrebnionych z szeregu czasowego dwéch podokreséw (w miare mozliwo-
§ci rownych) i naniesieniu uzyskanych srednich na ukfad wspétrzednych, a
nastepnie wykresleniu prostej przebiegajacej przez te punkty. Taki sposéb
postepowania pozwala na jednoznaczne okreslenie charakteru tendencji
rozwojowej. Metoda ta moze by¢ stosowana, gdy metoda oparta na srednich
ruchomych nie pozwala wyodrebni¢ tendencji rozwojowej z uwagi na zbyt
duze wahania poziomu zjawiska, a stosunkowo krotki szereg czasowy nie
pozwala na wyznaczanie srednich ruchomych z duzej liczby okresow.

4.3.2. Metoda analityczna i badanie §redniego tempa zmian

Istota tej metody jest ,dopasowanie” funkcji matematycznej (okreslanej
w tym przypadku funkcja trendu) do ciagu danych ujetych w szeregu cza-
sowym. Wiasciwe szacowanie parametrow takiej funkcji musi by¢ poprze-
dzone doborem odpowiedniej klasy funkcji trendu. W tym celu mozna wy-
korzystac metode oceny wzrokowej. Zalecany jest dobdér prostej postaci
funkcji o parametrach, ktorym mozna nadac logiczna interpretacje. Wyzna-
czang na podstawie danych ujetych w szeregu czasowym (przy zatozeniu li-
niowego charakteru tendencji rozwojowej) ogdlna postac takiej funkcji tren-
du mozna zapisa¢ nastepujaco:

9t:a.t+b 4.10.
gdzie: 9t - 0szacowane teoretyczne, hipotetyczne wartosci poziomu badane-

go zjawiska dla poszczegélnych okreséw (momentow),
t - zmienna czasowa,
a, b - oszacowane parametry funkcji trendu (b - oznacza poziom zja-
wiska w okresie ,zerowym?”, zas a - oznacza przecietny przyrost
badz spadek poziomu zjawiska przypadajacy na jednostke czasu).

tatwo zauwazy¢, iz szacowane rownanie trendu mozna traktowac jako
szczegolny przypadek réwnania regresji, w ktérym role zmiennej niezaleznej
petni czas (jej wartosciami sa kolejne numery okreséw).

Parametry tego réwnania szacowane sa wedtug ponizszych wzoréw:

_ (ti _f) yl‘
a=1-4—— 4.11.

> (4 -
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b=y-a-f 4.12.

W przypadku liniowej funkcji trendu jej obrazem graficznym jest linia
prosta, co moze powodowac, ze punkty na niej potozone moga dos¢ istotnie
odbiegac¢ od danych empirycznych wystepujacych w szeregu czasowym. W
zwiazku z powyzszym dosé czesto badana jest zgodnosé oszacowanych
wielkosci hipotetycznych wynikajacych z réwnania trendu z danymi empi-
rycznymi. Do tego celu wykorzystywany jest poznany w rozdz. Il wspot-
czynnik zbieznosci, ktory po odpowiedniej modyfikacji przyjmie postac:

Z(yti - 9t|)2
2 _ =1

=
Z(yt, - y)z

4.13.

Mierzy on poziom ,niedopasowania” funkcji trendu do danych empi-
rycznych, w zwiazku z czym malejaca jego wartos¢ oznacza wyzszy poziom
zgodnosci danych empirycznych i teoretycznych.

Charakter tendencji rozwojowej mozna réwniez badac¢ okreslajac prze-
cietne tempo zmian poziomu badanego zjawiska. Jest ono wyznaczane jako
Srednia geometryczna ciagu indekséw tancuchowych wedtug wzoru:

Whira =m\}/V\/2/1 “Warz - Waz oo Wona ="V Wnn 4.14.

Korzystajac z relacji zachodzacych miedzy ciagami indekséw tancucho-
wych i jednopodstawowych zamiast iloczynu wszystkich indekséw tancu-
chowych mozna w powyzszej formule wykorzystac¢ indeks jednopodstawowy
okresu ostatniego w stosunku do okresu pierwszego. Wskazane jest tu wy-
korzystywanie indekséw wyrazonych w postaci dziesietnej. Trudnosci poja-
wiaja sie w przypadku wyznaczania sredniego tempa dla diugiego szeregu
czasowego; zachodzi wowczas koniecznosé okreslenia wartosci pierwiastka
wysokiego stopnia. W takiej sytuacji wykorzystuje sie postac¢ logarytmiczna
podanego wyzej wzoru:

_ 1 & _ 1 _
logW'r/ra=—— ) logWr/raa =——logwhn 4.15.
g Ir-1 n—l; OWrira — g /1

Procedure wykorzystania omowionych wyzej metod do wyodrebniania
tendencji rozwojowej ilustruje ponizszy przykiad 4.3.
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Przykiad 4.3.

W pewnym badaniu statystycznym obejmujacym obszar wojewoédztwa
K’ zebrano m. in. informacje dotyczace ksztattowania sie wskaznika roz-
wodoéw (na 1000 mieszkancow) w latach 1991 - 2000. Informacje te ujeto w
ponizszej tablicy:

Rok 1991 |1992 [1993 [1994 [1995 [1996 |1997 [1998 |1999 [2000

Wskaznik rozwodéw 2,2 |25 20 2,3 2,8 3,2 (3,56 3,9 |42 (4,4

Zrédto: Dane umowne

Okresli¢ tendencje rozwojowa wskaznika rozwodow w badanym okresie:
a) metoda srednich ruchomych,
b) wyznaczajac réwnanie trendu,
c) okreslajac srednie tempo zmian.

Rozwigzanie:

ad. a) Dla wykonania obliczenn pomochniczych przeksztatcamy powyzszy sze-
reg w tablice dwukolumnowa, w ktérej w kolumnach 4 i 5 wyzna-
czymy odpowiednie srednie ruchome; przyjmujemy, iz beda to sred-
nie 3 i 5-okresowe.

Nr Wskaznik Sredni Sredni
okresu | rozwodow rednie rednie £ )2 _tf i
Rok 3-okresowe | 5-okresowe G-t (G -0 t)yti Wi
(t) (Yi)

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1991 1 2,2 - - -4,5| 20,25 -9,9 -
1992 2 2,5 2,23 - -3,5| 12,25 - 8,75 1,14
1993 3 2,0 2,27 2,36 -2,5| 6,25 -5,0 0,80
1994 4 2,3 2,37 2,56 -15| 2,25 - 3,45 1,15
1995 5 2,8 2,77 2,76 -0,5| 0,25 -1,4 1,22
1996 6 3,2 3,17 3,14 0,5 0,25 1,6 1,14
1997 7 3,5 3,53 3,52 1,5 2,25 5,25 1,09
1998 8 3,9 3,87 3,84 2,5 6,25 9,75 1,11
1999 9 4,2 4,17 - 3,5 | 12,25 14,7 1,08
2000 10 4,4 - - 4,5 | 20,25 19,8 1,05
Razem| 55 31 X X X 82,5 22,6 X

Wielkosci podane w kolumnach 3, 4 i 5 nanosimy na uktad wspotrzed-
nych. Linia tamana powstata z potaczenia punktéw obrazujacych wielkosci
empiryczne (dane z kolumny 3) moze stuzy¢ do oceny wzrokowej charakteru
tendencji rozwojowej. Na jej podstawie mozna stwierdzi¢, iz wielkosé
wskaznika rozwodéw w badanym okresie wykazuje tendencje rosnaca (por.
rys. 4.1; linia 1)
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Rys. 4.1

Wyznaczanie tendencji rozwojowej

6,0+

5,07

4,01

3,04

2,0

1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000

Zrodio: opracowanie wiasne

Linia przebiegajaca przez punkty wyznaczone przez srednie trzyokreso-
we (dane z kolumny 4) ma ksztatt bardziej ,wygtadzony” w stosunku do linii
empirycznej. ,,Wygtadzenie” to jednak odbylto sie ,kosztem” skrdcenia szere-
gu czasowego o informacje dla lat 1991 i 2000 (patrz rys. 4.1, linia 2).
Linia, ktérej przebieg wyznaczyly srednie 5-okresowe charakteryzuje sie
dalszym ,wygtadzeniem” przy kolejnej stracie informacji dla dwéch kolej-
nych okreséw. Wszystkie one potwierdzaja jednak wystepowanie tendencji
rosnacej wskaznika rozwodéw na 1000 mieszkancéw na badanym obszarze
(por. rys. 4.1, linia 3).
ad. b) Wyznaczamy réwnanie trendu o postaci 4.10, a parametry tego réw-
nania wedtug wzoréw 4.11 i 4.12. Obliczenia pomocnicze wykonano w
powyzszej tablicy roboczej w kolumnach 6 -8. Wartosci srednie dla
badanych zmiennych wynosza;:

- dla zmiennej czasowej T: t =5,5;

- dla zmiennej Y, tj. wskaznika rozwodéw: y = 3,1

Wstawiajac odpowiednie wielkosci uzyskane w tabeli roboczej do wzo-
row 4.11. i 4.12 uzyskujemy nastepujace wartosci parametréw réwnania
trendu:

22,6
a=——= 0,27 (rozwoddéw na 1000 mieszkancow/ rok)
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b=31-0,27-55=1,59 (rozwodéw na 1000 mieszkancow)
i w konsekwencji rownanie trendu bedzie miato postac:

y, = 0,27t +1,59

Z oszacowanej funkcji wynika, ze w badanym okresie wskaznik rozwo-
déw wykazywal tendencje rosnaca (parametr a jest dodatni) i wzrastat on
sSredniorocznie 0 0,27, zas jego wielkos¢ w roku ,,zerowym”, tj. 1990 wynosi-
ta 1,59. Obraz graficzny oszacowanej tendencji rozwojowej zaprezentowano
réwniez na powyzszym wykresie (por. rys. 4.1, linia .4).
ad. c) W celu okreslenia sredniorocznego tempa zmian wielkosci wskaznika

rozwodow dokonamy wyznaczenia sredniego indeksu tancuchowego
(indeksy te obliczono w tabeli roboczej w kolumnie 9). Konieczne jest
zatem obliczenie sredniej geometrycznej ustalonego ciagu indekséw
tancuchowych. Nalezy tu zauwazyg¢, iz ich iloczyn jest identyczny jak
indeks dla roku 2000 liczony w stosunku do roku 1991. Postepujac
zgodnie z formutqg 4.14 otrzymujemy:

W= s{/1,14 -0,90-115-1,22-114-1,09-111-1,08-1,05 = /2,0 =1,079

Uzyskana wielkos¢ oznacza:

e po pierwsze, z uwagi na uzyskana wartos¢ sredniego indeksu tancu-
chowego wigksza od jednosci, iz wskaznik rozwodéw w badanym okresie
wykazywat tendencje rosnaca,

e po drugie, srednie roczne tempo wzrostu wskaznika rozwodéw w bada-
nym okresie wynosito 7,9 %.

4.4. ANALIZA SEZONOWOSCI

Badanie sezonowosci stanowi - obok wyznaczania tendencji rozwojowej
- kolejne istotne zagadnienie z zakresu analizy szeregbw czasowych. Zada-
niem analizy w tym przypadku jest wyodrebnienie wahan sezonowych w
takim szeregu oraz okreslenie ich natezenia. Jest to zagadnienie szczegdlnie
wazne w przypadku zjawisk spoteczno-ekonomicznych, bowiem podlegaja
one oddziatywaniu wielu czynnikow wywotujacych nie tylko ujawnienie sie
okreslonej tendencji rozwojowej, ale réwniez réznego rodzaju wahan, w tym
sezonowych. Wahania sezonowe sg szczegélnym przypadkiem wahan okre-
sowych, najczesciej o rocznym cyklu wahan. Mozna wsréd nich wyréznic
wahania o charakterze miesiecznym, kwartalnym bqdz pétrocznym. Przy-
czyna tego typu wahan moze by¢ cykliczny ruch Ziemi wokét Stonca i zwia-
zane z tym wystepowanie pér roku. Mozna podac¢ przyktady wielu zjawisk
charakteryzujacych sie wahaniami sezonowymi zwiazanymi z wystepowa-
niem por roku, np. produkcja roslinna, zapotrzebowanie na okreslony typ
odziezy (letnia, zimowa), popyt na napoje chtodzace, popyt na okreslony typ
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sprzetu sportowego (zimowy, letni). Podtoze sezonowosci moga stanowié
réwniez czynniki o charakterze instytucjonalnym badz prawnym nakiadaja-
ce wykonywanie okreslonych czynnosci w narzuconych terminach, np. or-
ganizacja roku szkolnego i zwiazany z tym popyt na podreczniki i artykuty
papiernicze, koniecznos$¢é sporzadzania niektérych sprawozdan i rozliczen w
scisle okreslonych cyklach (miesiecznych, kwartalnych, rocznych). Nastep-
stwa wystepowania wahan sezonowych sa na ogét negatywne. Powoduja
one np. nierytmiczny przebieg proceséw produkcyjnych, nierébwnomierne
wykorzystanie czynnikéw produkcji, nierbwnomierne — w ciagu roku — wy-
korzystanie bazy dydaktycznej uczelni, szkét. W kazdym przypadku skut-
kiem sa ponoszone dodatkowe koszty dziatalnosci (zwiazane np. z koniecz-
noscia gromadzenia zapasow srodkéw rzeczowych badz przechowywania
wyrobow gotowych, utrzymania zbednej bazy).

Prowadzona analiza sezonowosci pozwala na jej identyfikacje, okreslenie
skali tego zjawiska i w konsekwencji podjecie dziatan, ktérych celem bedzie
przynajmniej czesciowe ztagodzenie negatywnych jej nastepstw np. poprzez
wihasciwe planowanie dostaw surowcéw lub zbytu wyrobéw gotowych,
uwzglednienie zatrudnienia ewentualnych pracownikéw sezonowych, pla-
nowanie gospodarki remontowej. Skale sezonowosci ustala sie poprzez wy-
znaczanie wskaznikéw sezonowosci, ktére najczesciej obrazuja odchylenia
poziomu badanego zjawiska w poszczegolnych wyodrebnionych okresach od
poziomu Sredniego.

Wahania sezonowe moga by¢ wyodrebniane réznymi metodami. Naj-
prostsza z nich to metoda oparta na srednich okreséw jednoimiennych. Dla
potrzeb tej metody analizy sezonowosci szereg czasowy musi ujmowaé¢ ma-
teriat empiryczny w uktadzie umozliwiajacym badanie okreslonego typu se-
zonowosci (np. w uktadzie miesiecznym, kwartalnym badz po6trocznym).

Wskaznik sezonowosci dla j-tego okresu (Sj) — w przypadku tej metody -
wyznaczany jest wedtug wzoru:

S, = é-loo 4.16.
y
gdzie :

)_/J- - Sredni poziom zjawiska dla j-tego okresu,

Y - sredni poziom zjawiska dla wszystkich okreséw.

Wskaznik ten najczesciej wyrazany jest w %, co znacznie utatwia jego
interpretacje, bowiem informuje on jak - przecietnie biorac - ksztattowat sie
poziom zjawiska w okreslonym okresie w stosunku do poziomu s$redniego.
Metoda ta jest zalecana w przypadku, gdy badane zjawisko (a tym samym
poziom wahan) nie wykazuje okreslonej tendencji rozwojowej.

Kolejna metoda oparta jest na wyznaczaniu srednich ruchomych centro-
wanych. Zastosowanie srednich ruchomych powoduje ,wygtadzenie” wahan
przypadkowych w szeregu czasowym, przy czym typ sredniej ruchomej zde-
terminowany jest charakterem badanej sezonowosci; i tak w przypadku ba-
dania sezonowosci miesiecznej wyznaczamy srednie 12-okresowe, kwartal-
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nej - srednie 4-okresowe. Wyznaczone srednie posiadaja ten mankament, iz
istnieje problem z ich przyporzadkowaniem konkretnemu okresowi z uwagi
sposob ich liczenia (z parzystej liczby wyrazéw szeregu czasowego). Te nie-
dogodnosé¢ eliminuje sie wyznaczajac srednie ruchome centrowane 2-
okresowe z wyznaczonych uprzednio srednich ruchomych. Centrowanie to
powoduje przyporzadkowanie uzyskanych w ten sposob srednich konkret-
nym wartosciom empirycznym wystepujacym w szeregu czasowym, a to z
kolei umozliwia wyznaczenie wskaznikéw sezonowosci wedtug ponizszego
wzoru:

Z y, !
S = 4.17.

I Z— No )

gdzie:
Zyt_(” - 0znacza sume wartosci empirycznych dla j-tego okresu,
Z yo(” - oznacza sume srednich ruchomych centrowanych dla j-tego

; okresu.

Tak liczony wskaznik sezonowosci jest zatem ilorazem sumy wartosci
empirycznych i sumy srednich ruchomych centrowanych dla badanego
okresu.

Nalezy tu zwréci¢ uwage, iz podobnie jak w przypadku metody mecha-
nicznej wyodrebniania tendencji rozwojowej zastepowanie wartosci empi-
rycznych srednimi ruchomymi powoduje ,skracanie” szeregu informacji. W
przypadku srednich 4-okresowych strata dotyczy dwoch pierwszych i
dwoch ostatnich okresow, w przypadku srednich 12-okresowych - szesciu
pierwszych i szesciu ostatnich okreséw. Z uwagi na sposdéb liczenia wskaz-
nika sezonowosci wielkosci wystepujace w liczniku tej formuty musza pomi-

ja¢ wartosci Y, , dla ktérych nie jest mozliwe przyporzadkowanie srednich

ruchomych centrowanych. Wartosci ustalonych wskaznikéw interpretowa-
ne sa podobnie jak w przypadku pierwszej metody. Metode te zaleca sie
stosowac, gdy ujete w szeregu czasowym zjawisko charakteryzuje sie okre-
slona tendencja rozwojowa.

Kolejna metoda oparta jest na wykorzystaniu réwnania trendu oszaco-
wanego dla szeregu czasowego, dla ktérego bedzie badana sezonowosé. Pro-
cedura tej metody wymaga - w pierwszej fazie — oszacowania réwnania
trendu dla analizowanego szeregu czasowego wedtug zasad poznanych w
podrozdziale 4.3. Nastepnie na podstawie oszacowanego réwnania wyzna-

czane sa wartosci teoretyczne (§/ti) dla kazdego z wyodrebnionych okreséw
(t,). Konstrukcja wskaznika sezonowosci zaktada poréwnywanie uzyska-
nych wartosci teoretycznych (yt. ) z odpowiadajacymi im wielkosciami empi-

rycznymi przy wykorzystaniu do tego celu nastepujacej postaci wskaznika
Sezonowosci:
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Z y, "
S = 4.18.

J Z" N o )

gdzie:
Z Y y suma wartosci empirycznych dla j-tego okresu,
Z 9ti y suma wartosci teoretycznych dla j-tego okresu oszacowa-

nych za pomoca réwnania trendu

Wskaznik sezonowosci stanowi w tym przypadku iloraz sum wartosci
empirycznych i oszacowanych wartosci teoretycznych dla badanego okresu.
Interpretacja uzyskanych wskaznikéw moze mie¢ podobny charakter jak
wyzej.

Podsumowujac nalezy wskazac¢ na jeszcze jeden problem zwiazany z ba-
daniem sezonowosci. Dotyczy on tzw. ,oczyszczania” wskaznikéw sezono-
wosci. Uzyskiwane wartosci wskaznikéw sezonowosci winny spetniaé¢ wia-
snosé, ktéra mozna wyrazi¢ nastepujaco:

suma wskaznikéw sezonowosci winna by¢é rowna iloczynowi liczby wy-

odrebnionych okresow i liczby 100.

W praktyce czesto zdarza sie, iz warunek ten nie jest spetniony; wyzna-
czone woéwczas wskazniki traktujemy jako ,surowe”, ktére beda podlegaty
procedurze ,,oczyszczenia”. W tym celu wyznaczany jest wskaznik koryguja-
Cy 0 postaci:

Zj:SJ 4.19.

T r.100

gdzie:

SJ- - ,surowe” wskazniki sezonowosci dla wyodrebnionych okresow,

r - liczba wyodrebnionych okreséow.

Nastepnie dokonujemy korekty ,,surowych” wskaznikéw dzielac kazdy z
nich przez ustalony wskaznik korygujacy.

Procedure badania sezonowosci przy wykorzystaniu omoéwionych metod
ilustruje ponizszy przykiad.

Przyktad 4.4.

W trakcie analizy zatrudnienia w firmie ,,Z” w Warszawie dokonano m.
in. zestawienia liczby zatrudnionych w ujeciu kwartalnym w latach 1996 -
2000. Uzyskano nastepujace dane (przecietne zatrudnienie w poszczegol-
nych kwartatach):
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Kwartaty
Lata | T M W,
1996 171 191 207 223
1997 160 174 276 214
1998 154 168 249 202
1999 146 158 221 192
2000 143 148 213 186

Zrédio: Dane umowne

Na podstawie powyzszych danych zbadac, czy poziom zatrudnienia w tej
firmie charakteryzuje sie sezonowoscia kwartalna i ewentualnie okresli¢ jej
skale postugujac sie metodami opartymi na:
a) srednich okreséw jednoimiennych,
b) srednich ruchomych centrowanych,
¢) réwnaniu trendu.

Dokona¢ interpretacji uzyskanych wskaznikéw sezonowosci. W przy-
padku koniecznosci dokonac ,,oczyszczenia” ustalonych wskaznikow.

Rozwigzanie:

ad. a) Dla potrzeb tej metody wyznaczamy s$rednie dla poszczegélnych
kwartatow )7]- oraz Srednia liczona dla wszystkich kwartatow ()7)

Obliczenia pomocnicze wykonano w ponizszej tabeli roboczej:

Kwartaty

Lata | T M v
1996 171 191 297 223
1997 160 174 276 214
1998 154 168 249 202
1999 146 158 221 192
2000 143 148 213 186
Suma 774 839 1256 1017

Yi 154,8 167.8 251,2 203,4

Srednia liczona dla wszystkich kwartatéw wynosi:

154,8+167,8+251,2 + 203,4

y:

4

=1943

Zréznicowane srednie dla poszczegélnych kwartatow wskazuja na wy-
stepowanie sezonowosci kwartalnej w poziomie zatrudnienia pracownikow
w badanej firmie. Skale tego zjawiska okreslimy wyznaczajac wskazniki se-

zonowosci dla poszczegélnych kwartatow zgodnie z wzorem 4.16:
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S = gﬁ-loo =79,67%

S, _1678 1 00— g6,36%
194,3
S, = 2512 10 =129,28%
194,3
S, = 2034 100 = 104,68%
194,3
Uzyskane wielkosci wskaznikoéw interpretujemy nastepujaco:
- w kwartale pierwszym (przecietny) poziom zatrudnienia ksztattowat sie
zwykle okoto 20 % ponizej sredniego poziomu dla catego roku,
- w kwartale drugim poziom zatrudnienia ksztattowat sie okoto 14 % po-
nizej poziomu sredniego,
- w kwartale trzecim przecietne zatrudnienie ksztattowato sie okoto 30 %
powyzej poziomu sredniego,
- w kwartale czwartym liczba zatrudnionych ksztattowata sie okoto 5 %
powyzej sredniej rocznej.
Suma obliczonych wskaznikéw sezonowosci wynosi 399,99 %, tj. w
przyblizeniu 400 %, a wiec nie zachodzi koniecznosc¢ ich korygowania.

ad. b) Dla potrzeb tej metody wyznaczamy - zgodnie z jej regutami - Srednie
ruchome 4-okresowe, a nastepnie poddajemy je centrowaniu. Doko-
nano tego w ponizszej tablicy roboczej. w kolumnach 4 i 5.
Wykorzystujac wzor 4.17 wyznaczamy wskazniki sezonowosci dla po-
szczegblnych kwartatéw (dla kwartatu | podano szczegétowo sposoéb li-
czenia wskaznika sezonowosci):

- 160 +154 +146 +143 100--5%3 100~ 78.24%
210,875+199,625 +185,25+175 770,75
s, =—8  100-8576%
755,625
s, =23 100-13111%
7955
831

S, = ——— 100 =105,64%
786,625
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Nr Za- Srednie Srednie
Rok/ okresu | trudnie | ruchome ruchome _f _tw _f Y
kwartat (t) {1&9 ) 4- 4-okresowe ti t (ti ) (ti t)yt. yt.
| t okreso- | centrowane
we
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1996/ | 1 171 - -9,5 90,25 -1624,5 216,65
] 2 191 - -85 72,25 - 1623,5 214.3
220,5
11 3 297 219,125 -75 56,25 -2227,5 211,95
217,75
v 4 223 215,625 -6,5 42,25 -1449,5 209,6
213,5
1997/ 1 5 160 210,875 -55 30,25 - 880 207,25
208,25
] 6 174 207,125 -4,5 20,25 -1749 204,9
206
11 7 276 205,25 -3,5 12,25 - 966 202,55
204,5
v 8 214 203,75 -25 6,25 - 535 200,2
203
1998/ | 9 154 199,625 -1,5 2,25 -231 197,85
196,25
1 10 168 194,75 -0,5 0,25 -84 195,5
193,25
11 11 249 192,25 0,5 0,25 124.,5 193,15
191,25
v 12 202 190,00 1,5 2,25 303 190,8
188,75
1999/ | 13 146 185,25 2,5 6,25 365 188,45
181,75
1 14 158 180,50 3,5 12,25 553 186,1
179,25
11 15 221 178,875 4,5 20,25 994,5 183,75
178,5
v 16 192 177,25 55 30,25 1056 181,4
176
2000/ 1 17 143 175,00 6,5 42,25 929,5 179,05
174
1 18 148 173,25 7,5 56,25 1110 176,7
172,5
11 19 213 - 8,5 72,25 1810,5 174,35
v 20 186 - 9,5 90,25 1767 172
Suma X X X X X 665 - 1565 X

Suma wyznaczonych wskaznikéw sezonowosci wynosi 400,72 %, czyli
nieznacznie przekracza wielkosc¢ teoretyczna. Oznacza to, iz w zasadzie nie
jest konieczne dokonywanie korekty uzyskanych wskaznikéw. Jednak dla
ilustracji tej procedury dokonamy ich korygowania. Wskaznik korygujacy
ustalony zgodnie z wzorem 4.19 wynosi:

« _ 40072
4.100

=1,001875

Przy jego pomocy dokonujemy korekty otrzymanych ,surowych” wskaz-
nikéw sezonowosci:
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S = _1824 _ 78.09%
1,001875
5, =270 _ g5 6004
1,001875
s, = SML 130860
1,001875
s, = 0564 05 449
1,001875

Interpretacja uzyskanych skorygowanych wskaznikéw odbywa sie po-

dobnie jak w przypadku poprzedniej metody.

ad. c) W celu zastosowania tej metody konieczne jest oszacowanie rownania
trendu o postaci 4.10. dla analizowanego szeregu czasowego okresow,
gdzie okresami sg poszczeg6lne kwartaty. Obliczenia pomocnicze dla
okreslenia parametrow réwnania zgodnie z wzorami 4.11i 4.12 za-
warto w powyzszej tablicy roboczej w kolumnach 6 - 8. Wartosci sred-
nie wynosza:

- dla zmiennej czasowej T: t =10,5,

- dla zmiennej Y: y=194,3.

Parametry réwnania wyznaczane wedtug podanych wzorow beda wynosity:

—-1565
a=

=-2,35
b=194,3+2,35-10,5=219

a réwnanie trendu przyjmie postac

¥, = —2,35t +219

Wykorzystujac oszacowane roéwnanie wyznaczamy wartosci teoretyczne
(9t.) dla poszczeg6lnych okresow podstawiajac do réwnania kolejne ich

numery (por. kolumna 9 tabeli roboczej). Po podstawieniu do wzoru 4.18
odpowiednich wartosci empirycznych i odpowiadajacych im wartosci teore-
tycznych otrzymujemy wskazniki sezonowosci dla poszczegélnych kwarta-
tow (dla kwartatu | podano szczegétowo sposdb wyznaczania wskaznika):
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_ 171+160+154 +146 +143 100 1A=
'~ 216,65+ 207,25+197,85 +188,45+179,05 989,25
s, =-339 100 -8583%
977,5
=120 100 -130,05%
965,75

S, =27 100 = 106,60%
954

-100 = 78,24%

Suma uzyskanych wskaznikéw nieznacznie przekracza wartosé¢ teore-
tyczna ( wynosi 400,72 %), a wiec nie zachodzi potrzeba ich korygowania.

Na podstawie przeprowadzonych badan uzyskano podobne wielkosci
wskaznikéw sezonowosci przy wykorzystaniu wszystkich trzech metod ich

wyodrebniania.
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Rozdziat V

Wnioskowanie statystyczne

5.1. ISTOTA | METODY WNIOSKOWANIA STATYSTYCZNEGO

Metody wnioskowania o catej zbiorowosci statystycznej na podstawie in-
formacji zebranych w trakcie badania préby statystycznej (reprezentacyjnej)
sa przedmiotem teorii statystyki matematycznej. Proponuje ona metody,
ktore takie wnioskowanie umozliwiaja. Wnioskowanie to moze dotyczyé:

1) oceny, do jakiej klasy nalezy rozktad badanej zmiennej,
2) wartosci parametrow badanej zmiennej w populacji generalnej,
3) wystepowania niezaleznosci badz zaleznosci okreslonych zmiennych.

Podejscie klasyczne wyréznia dwie metody wnioskowania:

e teorie szacowania (teorie estymacji), ktéra daje przede wszystkim
mozliwos¢ szacowania okreslonych parametréw populacji generalnej
na podstawie préby. W tym przypadku przystepujac do wnioskowa-
nia nie posiadamy zadnych pochodzacych spoza préby informacji o
populacji generalnej, ktére mogtyby znacznie uscisli¢ wyniki wnio-
skowania; w rezultacie jako wynik wnioskowania przyjmujemy taki
rozktad lub takie wartosci parametrow, ktére sg najbardziej natu-
ralne dla analizowanej préby statystycznej.

o teorie weryfikacji hipotez statystycznych, gdzie statystyk z gory for-
mutuje pewne przypuszczenia dotyczace okreslonych wiasnosci po-
pulacji generalnej (np. typu rozktadu zmiennych, wartosci parame-
trow, niezaleznosci zmiennych). Metody statystyki matematycznej
umozliwiaja na podstawie wynikéw z préby wnioskowanie o przyje-
ciu badz odrzuceniu tych przypuszczen.

Z powyzszego wynika, iz omawiane metody sa §Scisle zwiazane z bada-
niami czesciowymi. Okolicznosci, w jakich takie badania sa prowadzone,
zostatly wskazane w rozdziale 1.

Teoria wnioskowania statystycznego opiera sie na grupie twierdzen
zwanych granicznymi. Podstawowe wsréd nich to twierdzenie Lindeberga-

Levy'ego: Jesli zmienne losowe X, X,,...., X, sa niezalezne i posiadajq jed-
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nakowy rozktad z wartoscig oczekiwang E(x) i wariancjq O'Z(X) to przy
N — o rozktad sredniej tych zmiennych ma rozktad asymptotycznie nor-

o(X
malny o parametrach: N{E(X);Q} . Twierdzenie to zastuguje na uwage,

Jn

poniewaz stwierdza ,zmierzanie” rozktadu sredniej z préby do rozkiadu
normalnego niezaleznie od rozktadu populacji, z ktérej préba zostata po-
brana. Przyjmuje sie jednak zastrzezenie, ze proba winna by¢ dostatecznie
liczna, tzn. winna liczy¢ powyzej 30 jednostek. Jest to reguta dos¢ arbitral-
na. Wieksza minimalna liczebnos¢ jest wymagana, gdy rozktad w populacji
daleko odbiega od rozktadu normalnego, gdy zas jest zblizony mozna przy-
ja¢ mniejsza prébe.

Szczegolnym przypadkiem twierdzenia granicznego jest twierdzenie
Moivre'a - Laplace'a. Zgodnie z nim rozklad normalny jest rozktadem gra-
nicznym dla rozktadu dwumianowego, gdy n rosnie nieograniczenie, co
mozna uja¢ nastepujaco: zmienna o rozktadzie dwumianowym i parame-
trach n oraz p przy N — o ma asymptotycznie rozktad normalny o parame-
trach: E(X)=n-p oraz o(X) =+/N- p-q. Twierdzenie to moze by¢ formuto-
wane jako twierdzenie lokalne lub integralne; w pierwszym przypadku, przy
duzych wartosciach n prawdopodobienstwa rozktadu dwumianowego moga
by¢ obliczone za pomoca funkcji gestosci rozktadu normalnego, natomiast
w drugim, dla duzych n dystrybuanta rozktadu dwumianowego moze byc¢
zastgpiona dystrybuantg rozktadu normalnego.

Whnioski wynikajace z twierdzen granicznych mozna ujac¢ nastepujaco:
jesli zmienng losowqg traktowacé jako sume znacznej liczby zmiennych loso-
wych, z ktérych zadna nie posiada dominujgcego wptywu na wielkosé tej
sumy, to posiada ona najczesciej charakter rozktadu normalnego.

W konsekwencji losowana probe mozna rowniez traktowac jako sume
zmiennych i jej rozkiad dla duzych n jest zblizony do normalnego, co prak-
tycznie oznacza mozliwosé przyjecia odpowiednich parametrow ustalonych
dla proby jako parametréw rozktadu normalnego dla populacji generalnej.

5.2. PROBA STATYSTYCZNA | SCHEMATY JEJ LOSOWANIA

Proba statystyczna, na podstawie ktdrej odbywa sie wnioskowanie o po-
pulacji, moze byc¢ z niej rozmaicie pobierana, a zasadniczym postulatem jest
by miata ona charakter losowy. Nie moze zatem mie¢ miejsca swiadomy
wybor jednostek do proby. Wnioski o populacji generalnej otrzymane na
podstawie zbadanej préby sa stuszne tylko wtedy, gdy préba jest podobna
do populacji, z ktérej pochodzi. O prébie, ktéra dobrze odzwierciedla
wszystkie interesujace nas wlasnosci populacji generalnej méwimy, ze jest
probg reprezentatywnq. Warunki, ktére musi spetnia¢ taka préba, ujmuje
sie nastepujaco:

e préba musi by¢ podzbiorem populacji generalnej,
e elementy préby musza byé dobrane w sposob losowy,
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e proba musi by¢ dostatecznie liczna.

W oparciu o powyzsze warunki Gliwienko sformutowal nastepujace
twierdzenie: Jezeli proba jest dostatecznie liczna to z prawdopodobieristwem
bliskim 1 mamy prawo oczekiwaé, ze rozktad empiryczny cechy w prébie
mato rézni sie od rozktadu teoretycznego w populacji generalnej.

Jednym z warunkdéw reprezentatywnosci proby jest losowy sposoéb jej
pobierania, tzn. o wyborze jednostek do proby decyduje przypadek. Winien
to gwarantowac¢ wlasciwy mechanizm doboru jednostek do préby zwany
mechanizmem lub schematem losowania.

Dobry mechanizm losowania - gwarantujacy uzyskanie takiej préby -
winien spetniac¢ nastepujace warunki:

e kryterium doboru elementéw do préby winno by¢ tak skonstruowa-
ne, aby byto niezalezne od tych zmiennych, ktére beda badane w
probie,

e kryterium doboru musi jednoznacznie okresla¢, czy okreslony ele-
ment populacji nalezy wiaczy¢ do préby, czy tez z niej wykluczyé,

e kryterium doboru musi zapewnia¢ kazdemu elementowi populacji
dodatnie prawdopodobienstwo trafienia do proby i wyklucza¢ mozli-
wos¢ trafienia do niej elementu spoza populacii,

e w przypadku losowania bardzo duzej préby przy wykorzystaniu licz-
nego zbioru badaczy konieczne jest ustalenie prostych zasad loso-
wania by zapobiec pomytkom.

Omawiane w literaturze schematy doboru jednostek do préby mozna

podzieli¢ na:
e arbitralne,
e |osowe.

Dobér arbitralny — dobierajacy prébe przy jej wyborze kieruje sie jedynie
wlasna wiedza i intuicja. Nie ma mozliwosci zweryfikowania stusznosci do-
boru, a wiec pobrana préba moze mie¢ charakter tendencyjny. Jako nielo-
sowy nalezy rowniez okreslic dobdr oparty na wiedzy ekspertow. Uzyskane
w taki sposéb préby maja charakter subiektywny i nie mozna w stosunku
do wynikéw uzyskanych z takich préb stosowac¢ metod statystyki matema-
tycznej, gdyz uzyskane zmienne nie musza miec¢ charakteru losowego.

W praktyce najczesciej wykorzystywane sa nastepujace losowe schema-
ty kwalifikowania jednostek do préby:
¢ losowanie indywidualne ze zwracaniem, tzw. losowanie niezalezne — po

wylosowaniu elementu z populacji i zapisaniu wartosci interesujacej
nas cechy powraca on do populacji; moze wiec on byé powtérnie wylo-
sowany; prawdopodobienstwo wylosowania kazdego kolejnego elementu
do proby jest state. Taki sposdb losowania posiada nastepujace witasno-
sci:

- kazdy element populacji ma te samg szanse (czyli to samo prawdo-

podobienstwo) dostania sie do préby,

- wynik pierwszego i kazdego kolejnego losowania nie ma wplywu na

wynik nastepnego losowania.

Schemat ten jest stosowany przy losowaniu proby z populacji mato licz-

nej.
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¢ losowanie indywidualne bez zwracania tzw. losowanie zalezne — element
raz wylosowany nie powraca do populacji generalnej, wobec czego skiad
populacji po kazdym losowaniu jest inny (jej liczebnos¢ jest pomniej-
szona o jeden); zmienia sie wiec prawdopodobienistwo trafienia do proby
kazdego kolejnego elementu (jest to istotne w przypadku populacji mato
licznych). Poniewaz schematy losowania maja gwarantowac¢ jednakowa
szanse dostania sie do préby kazdego elementu populacji generalnej, to
zastosowanie tego schematu w przypadku populacji bardzo licznych lub
nieskonniczonych nie ma praktycznego wpltywu na prawdopodobienstwo
trafienia do préby kazdego kolejnego elementu. Ten schemat losowania
jest zalecany dla populacji bardzo licznych.

Poréwnujac obie metody losowania nalezy stwierdzié, iz przy losowaniu
proby z populacji mato licznych metoda losowania bez zwracania jest bar-
dziej efektywna, poniewaz pozwala na uzyskanie w oparciu o prébe wiekszej
ilosci informacji o badanej populacji (w przypadku losowania ze zwraca-
niem elementy préby moga sie powtarzaé, przy losowaniu bez zwracania nie
jest to mozliwe). W przypadku populacji bardzo licznych sposéb pobierania
proby nie ma znaczenia, chociaz nalezy zauwazyé, ze metody wnioskowania
statystycznego zakladaja przede wszystkim zwrotny spos6b pobierania pro-
by.

W przypadku populacji skonczonych efektywna metode pobierania proé-
by gwarantuje dobor przy wykorzystaniu tablic liczb losowych cztero- pie-
cio- lub szesciocyfrowych. Tablice takie zawieraja liczby 4, 5, 6 —cyfrowe
zgrupowane w losowej kolejnosci w wierszach i kolumnach. W celu pobra-
nia préby — po ponumerowaniu jednostek, tj. sporzadzeniu tzw. operatu lo-
sowania i okresleniu liczebnosci préby - wybieramy dowolny wiersz i do-
wolna kolumne, w ktérym rozpoczynamy odczytywanie i kolejno (w zalezno-
sci od liczebnosci préby: jesli jej liczebnosé wyraza sie w dziesiatkach - bie-
rzemy pod uwage dwie ostatnie cyfry odczytywanej liczby, a jesli w setkach
— trzy ostatnie cyfry) typujemy jednostki do préby stosujac schemat loso-
wania ze zwracaniem (bierzemy wéwczas pod uwage jednostki o numerach
powtarzajacych sie) lub bez zwracania (w tym przypadku numery powtarza-
jace sie pomijamy). Odczytane numery, ktérym nie odpowiadaja zadne jed-
nostki sa pomijane. Odczytywanie konczymy, gdy préba zawiera zadang
liczbe elementoéw.

Niezaleznie od powyzszych schematéw préba moze byé¢ pobierana droga
losowania warstwowego lub systematycznego.

Dobér warstwowy winien by¢ stosowany wowczas, gdy populacja gene-
ralna nie jest jednorodna. Dokonywany jest podziat tej populacji na roz-
taczne czesci zwane warstwami. Poszczeg6lne warstwy winny by¢é w miare
jednorodne. Préba losowa jest pobierana z kazdej warstwy oddzielnie, a jej
skiad jest proporcjonalny do liczebnosci poszczeg6lnych warstw. W ten spo-
s6b kazda z warstw ma zapewniony udziat w wylosowanej proébie.

Schemat losowania systematycznego wymaga sporzadzenia uporzadko-
wanego wykazu wszystkich jednostek populacji generalnej (tzw. operatu lo-
sowania) i nadania kazdej jednostce okreslonego numeru: 1, 2, ..., N. Dobé6r
systematyczny polega na zakwalifikowaniu do proéby co ,k — tego” elementu
poczynajac od wylosowanego numeru pierwszej jednostki. Wielkosé ,K”
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zwana jest interwatem losowania i jest ustalana jako iloraz liczebnosci po-
pulacji generalnej i losowanej préby.

5.3. ESTYMACJA PARAMETRYCZNA
5.3.1. Pojecie i wlasnosci estymatora. Metody estymaciji

Parametry populacji generalnej szacowane sa przy wykorzystaniu staty-
styk z pobranej préby. Statystyka z proby wykorzystywana do oszacowania
parametru populacji generalnej (tzw. parametru estymowanego) nosi nazwe

estymatora tego parametru. Estymatorem Z_ parametru Q bedziemy nazy-

wali funkcje Z, = f (X}, X,,..., X)) okreslona na prdbie, ktéra ma te wia-

snosé, ze prawdopodobienstwo zdarzenia Z,= Q jest tym blizsze jednosci,

im wieksza jest liczebnosé préby.

Parametr estymowany i estymator sa najczesciej parametrami tego sa-
mego typu, np. srednia z proby jest estymatorem sredniej w populacji gene-
ralnej. Poza srednig role estymatoréw dla odpowiednich parametréw moga
petni¢ réwniez takie statystyki, jak np. wariancja, odchylenie standardowe -
w przypadku cech liczbowych. W przypadku cech opisowych moze intere-
sowac nas czestosc¢ (wskaznik struktury badz frakcja) wystepowania okre-
slonej kategorii elementéw w populacji generalnej.

Od estymatorow oczekuje sie by spetniaty one okreslone wlasnosci. Za-
licza sie do nich przede wszystkim takie jak:

e Zgodnosé — jest oczywiste, ze im mniejsza jest liczebnosé proby tym
trudniej jest dokonac¢ oszacowania na jej podstawie odpowiedniego pa-
rametru populacji generalnej (z cata pewnoscia nizsze jest w tym przy-
padku zaufanie do wynikéw takiego oszacowania). Inna jest sytuacja w
przypadku préby dos¢ licznej. Estymator bedziemy uwazali za zgodny,
jezeli przy wzrastajacej liczebnosci préby (N — o) prawdopodobien-
stwo, ze bezwzgledna wartosé réznicy miedzy estymatorem Z , a para-

metrem estymowanym Q przekroczy dowolnie mata liczbe € (gdzie € >
0) zmierzac bedzie do zera. Mozna to uja¢ nastepujaco:

limP{z, -Q < e}=1

N—o0

Praktycznie relacja ta oznacza, ze ze wzrostem liczebnosci proby war-
tos¢ estymatora bedzie sie zblizata do wartosci szacowanego parametru.
e Nieobcigzono$é — wykorzystujac wartosci estymatora uzyskiwane z réz-
nych préb do oszacowania parametru estymowanego mozna uzyskacé
rézne jego oceny (oszacowania). Pozadane jest by oszacowania te nie
zawieraly bledu systematycznego tzn. nie odchylaly sie przecietnie ani
ponizej ani powyzej wartosci tego parametru. Estymator bedziemy uwa-
zali za nieobciazony, jezeli jego wartosé¢ oczekiwana jest rowna parame-
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trowi populacji, do oszacowania ktérego stuzy. Formalnie mozna to za-
pisac:

E(z,)=Q

Praktyczny aspekt tej relacji w przypadku szacowania wartosci sredniej
oznacza, ze jezeli bedziemy powtarzali wielokrotnie pobieranie préoby z
populaciji i obliczali $§rednia dla kolejnych prob, to w koncowym efekcie
wartosc przecietna z tych srednich bedzie sie pokrywata z interesujaca
nas srednig dla catej populacji, czyli nie wystapi systematyczne odchy-
lanie sie wartosci estymatora od szacowanego parametru.

e Efektywnosé - sposréd nieobciazonych estymatoréw Z parametru Q

najlepszym bedzie ten, ktéry posiada najmniejsza wariancje, gdyz gwa-
rantuje on, ze uzyskane wyniki oszacowania beda mato roznity sie od
faktycznej wartosci szacowanego parametru. Problem ten ilustruje
rys. 5.1. Sposréd dwoéch zaprezentowanych estymatoréw efektywniejszy

jest estymator an, poniewaz w poréwnaniu z estymatorem an cha-

rakteryzuje sie mniejsza zmiennoscia. Estymator o najmniejszej warian-
cji sposréd wszystkich mozliwych nieobciazonych estymatoréw parame-
tru Q jest nazywany estymatorem najefektywniejszym. Miara efektyw-
nosci dowolnego estymatora jest iloraz wariancji estymatora najefek-
tywniejszego i wariancji tego estymatora. Jesli efektywnos¢ estymatora
wzrasta wraz ze wzrostem liczebnosci préby, to o estymatorze méwimy,
ze jest asymptotycznie najefektywniejszy.

Rys. 5.1.
Efektywnosé estymatorow

OF cceem oo

Zrodio: opracowanie wiasne
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e Dostatecznos$é - estymator jest dostateczny (wystarczajacy), jezeli wyko-
rzystuje wszystkie informacje o szacowanym parametrze, ktére sg za-
warte w proébie.

Teoria szacowania parametréw obejmuje dwie metody estymacji: punk-
towq i przedziatlowqg. Estymacja punktowa polega na tym, ze jako ocene
nieznanego parametru Q populacji generalnej przyjmujemy uzyskana z wy-
losowanej préby wartos¢ estymatora Z,. Szacowanie polega w tym przy-

padku na podaniu jednej konkretnej wartosci liczbowej parametru estymo-
wanego. Taki sposGb postepowania oznacza, ze jesli z populacji bedziemy
pobierali kolejne préby, wyznaczali dla kazdej z nich wartosé¢ estymatora, to
mozna sie spodziewac zréznicowanych wartosci liczbowych, a to z kolei mo-
ze oznaczac, iz dla tej samej populacji istnieje kilka wartosci tego samego
parametru estymowanego (np. kilka wartosci srednich tej samej zmiennej),
co jest przeciez niemozliwe. Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia, ze uzy-
skana z dowolnej proby wartosé estymatora jest identyczna jak faktyczna
wartosé szacowanego parametru jest praktycznie rowne zero, co mozna za-
pisac¢ nastepujaca relacja:

Dyskwalifikuje ona te metode estymacji.

W przypadku estymacji przedziatowej, na podstawie wynikéw z wyloso-
wanej préby, konstruowany jest przedziat liczbowy, ktéry z okreslonym z
gory prawdopodobienstwem pokrywa wartos¢ parametru estymowanego.
Przedziat ten jest okreslany mianem przedziatu ufnosci, natomiast prawdo-
podobienstwo — poziomem (wspétczynnikiem) ufnosci. Poziom ufnosci (ozna-
czany dalej jako &) mozna zdefiniowac jako prawdopodobienstwo, ze skon-
struowany przedziat ufnosci zawiera wartos¢ parametru estymowanego.
Przyjmuje sie, ze prawdopodobieristwo to spetnia warunek: a = 0,90. Ist-

nieje okreslona relacja miedzy wielkoscia poziomu ufnosci a precyzja sza-
cowania parametru estymowanego: im wyzszy jest poziom ufnosci, tym
mniejsza precyzja szacowania (wiekszy btgd szacunku, wieksza rozpietosé
przedziatu ufnosci).

Ogdélny schemat postepowania w procedurze szacowania parametréw

metodag przedziatlowa mozna uja¢ w nastepujacych punktach:

1) z populacji generalnej losowana jest proba statystyczna,

2) na podstawie wynikoéw uzyskanych z préby ustalana jest wartoscé es-
tymatora odpowiedniego dla szacowanego parametru estymowane-
go,

3) zakladany jest poziom ufnosci & uwzgledniajacy wynikajace z tego
faktu konsekwencje w postaci okreslonej precyzji szacowania para-
metru estymowanego,

4) z tablic statystycznych odpowiedniego rozkiadu odczytywana jest
wihasciwa dla przyjetego poziomu ufnosci wartos¢ statystyki teore-

tycznej t, ,
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5) uzyskane dla proby wartosci odpowiednich parametréw oraz odczy-
tana z tablic wielkosé statystyki teoretycznej wstawiane sa do odpo-
wiedniej formuly szacowania przedziatu ufnosci dla okreslonego pa-
rametru estymowanego; przedziat ten zostaje okreslony poprzez wy-
znaczenie jego dolnej i gérnej granicy.

Ponizej zostana omowione metody estymacji podstawowych parametréw

statystycznych.

5.3.2. Estymacja przedziatowa wartosci sredniej

W literaturze wymienia sie zazwyczaj dwa modele szacowania wartosci
Sredniej scisle powiazane z liczebnoscia proby, na podstawie ktorej jest ono
dokonywane, tj. modele oparte na wynikach z matej i duzej préby.

Model dla matej préby

Jako mata przyjmuje sie traktowacé préobe o liczebnosci N < 30 . Estyma-
torem dla oszacowania wartosci sredniej w populacji generalnej E(X) jest
srednia z préby X . Przyjmuje sie zatozenie, ze rozktad badanej zmiennej w

populacji generalnej ma charakter rozktadu normalnego. Z populacji tej lo-
sowana jest préba i na podstawie uzyskanych z niej danych wyznaczana

jest wartosé srednia X i odchylenie standardowe S(X). Z gory zaktadany
jest poziom ufnosci @ . Przedziat ufnosci dla wartosci sredniej E(X) w po-
pulacji generalnej szacowany jest wedtug wzoru:

X—t, - s(x) <E(x)< X+t - s(x) 5.1
n-1 n-1

Wystepujaca w powyzszym wzorze wielkosé t, jest wartoscia statystyki

odczytywana z tablic rozktadu t Studenta dla K =n-1 oraz 1— a . Uzyska-
ny przedziat z prawdopodobienstwem réwnym poziomowi ufnosci pokrywa
nieznang wartos¢ sredniag w populacji generalnej. Warto zwréci¢ uwage, iz
otrzymany przedziat jest symetryczny wzgledem Sredniej z préby.

Nalezy zaznaczy¢, iz btedna bylaby interpretacja, ze szacowana srednia
znajduje sie w uzyskanym przedziale z prawdopodobienstwem réwnym ¢« ,
poniewaz to przedziat jest zmienny, a nie szacowana wartos¢ srednia (ona
jest wielkoscig stata). Uwaga ta dotyczy estymacji wszelkich parametrow
szacowanych metoda przedziatowa.

Przykiad 5.1.

W badaniach rozwoju czytelnictwa wsréd miodziezy szkolnej dla losowej
proby 15 uczniéw klas | — 1ll pewnej szkoty zebrano informacje dotyczace
liczby przeczytanych ksiazek w roku szkolnym. Otrzymano nastepujace in-
formacje: 2; 6; 12; 10; 5; 4; 20; 22; 10; 15; 9; 8; 21; 14.; 7; Zakladajac, ze
rozktad przeczytanej liczby ksiazek w catej populacji uczniéw jest zblizony
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do normalnego - przy poziomie ufnosci 0,98 - oszacowac¢ metoda przedzia-
towa srednia roczna liczbe przeczytanych ksiazek dla tej populaciji.

Rozwigzanie

Wylosowana préba jest mata, a wiec dla oszacowania przedziatu ufnosci
wykorzystamy formute 5.1. W pierwszej kolejnosci wymaga ona wyznaczenia
Sredniej i odchylenia standardowego liczby przeczytanych ksiazek w prébie.
Korzystajac z odpowiednich wzoréw otrzymujemy:

X = @ =11 ksiazek
15

s(x) = 1/% = 6,1 ksiazki.

Dla przyjetego poziomu ufnosci odczytujemy z tablic rozktadu t Studenta
(tablica 2. w Aneksie) wartos¢ statystyki teoretycznej t, dla k=15-1=14

oraz 1-a=1-0,98=0,02. Wynosi ona 2,624. Uzyskane wielkosci pod-
stawiamy do podanej formuty :

6,1
\J15-1

11-4,30 < E(x) <11+4,30

6,1
v15-1

11-2,624-

< E(x)<11+2,624-

6,7 < E(x) < 15,3 ksiazek
Przedziat ufnosci o konicach 6,7 i 15,3 ksiazek z prawdopodobienstwem
0,98 zawiera nieznana srednia roczna liczbe przeczytanych ksigzek przez

wszystkich uczniéw klas | — 11l tej szkoty.
Zauwazmy, ze przedziat ten jest symetryczny wzgledem sredniej z proby
L, R .. - R P R 1513_ 617 R .
réownej 11 ksiazek; potowa jego rozpietosci, tj. T = 4,3 jest okresla-

na mianem maksymalnego btedu szacunku badz tolerancja lub precyzja
szacowania (oznaczana jest zwykle jako d).

Model dla duzej proby

Wylosowana proba winna posiadaé¢ liczebnosé przekraczajaca 30 ele-
mentéw. Przyjmuje sie — podobnie jak w poprzednim modelu - zatozenie o
normalnym rozktadzie populacji generalnej. Na podstawie wynikéw uzy-

skanych z proby ustalana jest srednia X i odchylenie standardowe S(X). Z
géry zaktadany jest poziom ufnosci « . Przedziat ufnosci dla sredniej E(X)
w populacji generalnej szacowany jest wedtug wzoru:
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X

s(x)

s(x)

—t 2 < E(X)< X +t, 2=

/n

n

52

gdzie: t, jest wartoscia statystyki odczytywana z tablic dystrybuanty roz-

o
ktadu normalnego dla prawdopodobienistwa E

Przykiad 5.2.

W badaniach struktury wydatkéw gospodarstw domowych zebrano m.
in. informacje dotyczace wydatkéw na zakup artykutdéw przemystowych. Dla
losowej préby 200 gospodarstw uzyskano roczne kwoty wydatkéw na zakup
tych artykutéw podane w tablicy 5.1.

Tablica 5.1. Gospodarstwa domowe miasta ,,K” wedtug rocznej
kwoty wydatkéw na zakup artykutéw przemystowych

Kwota wydatkow w zt Liczba gospodarstw
500 - 1000 40
1000 - 1500 65
1500 - 2000 55
2000 - 2500 30
2500 - 3000 10

Zrédio: Dane umowne

Zakladajac, ze w catej populacji gospodarstw wydatki te maja charakter
rozktadu normalnego przy poziome ufnosci 0,99 oszacowac¢ metoda prze-
dzialowa srednie roczne wydatki na zakup artykutdéw przemystowych
w catej populacji gospodarstw domowych.

Rozwigzanie

Z uwagi na duza prébe oszacowania przedziatu ufnosci dla sredniej do-
konamy zgodnie z wzorem 5.2. W ponizszej tablicy roboczej wykonano obli-
czenia pomocnicze dla ustalenia wartosci sredniej X i odchylenia standar-

dowego S(X) wydatkow w wylosowanej probie.

Kwota Liczba
wydatkdow gospodarstw X N, X —X ()'(i — 2)2 n
w zt (Xi ) (ni)

500 - 1000 40 30.000 -762,5 23.255.487,5
1000 - 1500 65 81.250 - 262,5 4.478.643,75
1500 - 2000 55 96.250 237,5 3.102.581,25
2000 - 2500 30 67.500 737,5 16.317.925,0
2500 - 3000 10 27.500 1237,5 15.315.300,0

Razem 200 302.500 X 62.469.937,5
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Otrzymujemy:

X = 302500 =1512,50 z¢
200

s(x) = /W =558,9 zt
200

Z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego (tablica 1. w Aneksie) odczy-

. 0,99 . . N o
tujemy t, dla - = 0,495 jako wartosé najbardziej zblizona do tej wielko-

sci przyjmujemy 0,4951, ktérej odpowiada t,=2,58. Podstawiajac uzyskane
wielkosci do wzoru 5.2 otrzymujemy:

15125258220 _ E(x) <1512,5 +2,58. 220
V200 200

1512,5-101,98 < E(x) <1512,5+101,98
1410,52 < E(x) <1614,48 z

Otrzymany przedziat z prawdopodobienstwem 0,99 pokrywa nieznanag
Srednia roczna kwote wydatkéw na zakup artykutdéw przemystowych przez
wszystkie gospodarstwa domowe.

5.3.3. Wyznaczanie minimalnej liczebnosci préoby w procedurze szaco-
wania wartosci sredniej

Jest to problem czesto wystepujacy w badaniach statystycznych. Poja-
wia sie pytanie, jak liczng prébe nalezatoby zbadac, by uzyskac¢ zadowalaja-
ce wyniki oszacowania okreslonego parametru. W przypadku szacowania
wartosci sredniej problem ten mozna uja¢ nastepujaco: jaka winna byé mi-
nimalna liczebnos¢ pobranej proby, by przy zatozonym poziomie ufnosci
oszacowac wartosé¢ srednig dla populacji generalnej z zadana doktadnoscig
(precyzja)? Proponowana procedura przyjmuje zatozenie, ze rozkitad popula-
cji generalnej jest normalny, a jego parametry nieznane. Z populacji tej lo-
sowana jest wstepna mata préba o liczebnosci n. Na podstawie wynikéw z
tej proby okreslana jest wariancja o postaci:

& (X) = —1 w przypadku szeregu szczegétowego 5.3
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lub o postaci

54

S (X)z ! w przypadku szeregu rozdzielczego

Zaktadany jest poziom ufnosci & oraz zadana dokladnosé szacunku
wartosci sredniej d. Minimalna liczebnos¢ préby wyznaczamy z wzoru:

min 2
d

Wystepujaca w podanym wzorze wartos¢ statystyki t, odczytujemy z ta-

blic rozktadu t Studenta dla K=n-1 oraz 1- & . Z uwagi na fakt, ze li-
czebnosc¢ préby musi by¢ liczba catkowita w zwiazku z tym — w przypadku
koniecznosci - dokonujemy zawsze jej zaokraglenia do petnej jednostki w
gore.

Przyktad 5.3.

Traktujac wylosowana w przykladzie 5.1 probe uczniow jako probe
wstepna ustali¢, jaka minimalna liczba uczniéw pozwolitaby oszacowac
Srednia roczng liczbe przeczytanych ksiazek dla wszystkich uczniéw klas | -
111 z btedem maksymalnym 2 ksiazki przy poziomie ufnosci 0,95.

Rozwigzanie
Na podstawie wynikéw z préby wstepnej ustalamy zgodnie z wzorem 5.3

wariancje §2(X) liczby przeczytanych ksiazek:

§°(x)= % = 39,28 (ksiazek)?

Z tablic rozktadu t Studenta odczytujemy wartos¢ statystyki t, dla

k=15-1=14 oraz 1-0,95=0,05; wynosi ona 2,145. Zatozony btad sza-
cunku d = 2.
Podstawiajac te wielkosci do wzoru 5.5 otrzymujemy:

0 (2,145)* 39,28  180,7
min (2)2 4

=4517 uczniéw

Oznacza to, ze dla oszacowania sredniej rocznej liczby przeczytanych
ksiazek z btedem maksymalnym 2 ksiazek przy poziomie ufnosci 0,95 nale-
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zy wylosowaé¢ do proby co najmniej 46 uczniow (wynik zaokraglamy w gore).
Do préby wstepnej nalezy wobec tego ,dolosowac” jeszcze 31 ucznibw.

5.3.4. Estymacja przedziatowa wskaznika struktury

W przypadku cechy opisowej — gdy okreslanie typowych parametrow
statystycznych jest niemozliwe - procedura szacowania moze dotyczyc
udziatlu okreslonego wariantu tej cechy w populacji generalnej. W tym celu

z populacji tej losowana jest duza préba (n>100), dla ktorej okresla sie
m

wskaznik struktury o postaci —, gdzie m jest liczba wyréznionych w prébie
n

elementow, a n jej liczebnoscia. Zaktadany jest poziom ufnosci @ . Prze-
dziat ufnosci dla wskaznika struktury (p) w populacji generalnej wyznacza-
ny jest wedtug formuty:

5.6

Wystepujaca w podanym wzorze wartos¢ statystyki t, odczytujemy z ta-

(04
blic dystrybuanty rozktadu normalnego dla E

Przyktad 5.4.

W badaniach warunkéw socjalnych studentéw pewnej uczelni zebrano
miedzy innymi informacje dotyczace miejsca ich zamieszkania w okresie
studiéw. Uzyskano dane ujete w tablicy 5.2.

Tablica 5.2. Studenci Akademii Medycznej w ,,K” wedtug miejsca
zamieszkania w czasie studiéw

Miejsce zamieszkania Liczba studentéw
Dom studencki 120
Stancja 60
Dom rodzinny 40
Razem 220

Zrédio: Dane umowne

Przyjmujac poziom ufnosci 0,95 oszacowaé¢ metoda przedziatowa;:
a) udziat studentéw zamieszkujacych w domu studenckim,
b) udziat studentéw zamieszkujacych poza domem rodzinnym.
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Rozwigzanie
ad. a) W celu oszacowania przedziatu ufnosci dla wskaznika struktury wy-
korzystamy wzo6r 5.6. Wymaga on wyznaczenia z préby wskaznika
struktury dla studentéw zamieszkujacych w domu studenckim.
Wskaznik ten wynosi
m_120 _ 45455
n 220
Z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego odczytujemy wartosc¢ staty-
: 0,95 . : .
styki t, dla 5 =0,475; wynosi ona 1,96. Podstawiamy otrzymane wiel-

kosci do wzoru 5.6 i otrzymujemy

0,5455(;-2_00’5455) < p<0,5455+1,96 \/

0,5455-0,0669 < p < 0,5455+0,0669

0,5455(1— 0,5455)
220

0,5455-1,96 \/

0,4786 < p<0,6124
Wyrazajac konce przedziatu w procentach otrzymujemy:
47,86% < p < 61,24%.

Przedziat liczbowy o koncach 47,86 % i 61,24 % z prawdopodobien-
stwem 0,95 zawiera nieznany udziat studentéw tej uczelni zamieszkujacych
w domu studenckim.
ad. b) W stosunku do punktu a zmianie ulegnie wskaznik struktury dla

préby i wyniesie on:

m _120+60

=0,8182
n 220

Wartosc t; bedzie identyczna jak wyzej. Podstawiajac otrzymane wielko-
sci do wzoru 5.6 otrzymujemy

0,8182(1-0,8182)
220
0,8182-0,0516 < p < 0,8182+0,0516

0,8182(1-0,8182)
220

0,8182-1,96 \/ < p<0,8182 +1,96-\/

0,7666 < p < 0,8698,
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a w ujeciu procentowym:

76,66% < p < 86,98%

Uzyskany wynik oznacza, ze przedzial o koncach 76,66 % i 86,98 %
z ufnoscia 0,95 zawiera nieznany udziat studentdéw tej uczelni zamieszkuja-
cych w czasie studiéw poza domem rodzinnym.

5.3.5. Estymacja przedziatowa wariancji i odchylenia standardowego

Z uwagi ha sciste powiazania obu parametrow ich szacowanie odbywa
sie zwykle tacznie. W zaleznosci od wielkosci préby, na podstawie ktérej do-
konywane jest ono, mozna wyrézni¢ dwa modele postepowania.

Model oparty na wynikach z matej préby
Zaktada sie, ze populacja generalna posiada rozktad normalny. Z popu-

lacji tej losowana jest mata proba (N < 30). Na jej podstawie ustalana jest
wariancja & (X)uzyskanych wynikéw. Stanowi ona estymator dla szacowa-

nej wariancji populacji generalnej. Zakiadany jest poziom ufnosci & . Prze-
dziat ufnosci dla wariancji populacji generalnej szacowany jest wedtug wzo-
ru:

n'SZ(X)<o-2(x)< n-s*(x)

57
t

ttl t2

gdzie: ttl i ttz sg wartosciami statystyki teoretycznej odczytywanymi z tablic

rozktadu ;(2 (chi-kwadrat) przy zatozonym poziomie ufnosci odpo-
wiednio:

- t, dla k=n-1 oraz 20{1

- t,dla k=n-1 oraz 1-;05.

W celu uzyskania przedziatu ufnosci dla odchylenia standardowego wy-
znaczamy pierwiastki kwadratowe z koncéw przedziatu oszacowanego dla
wariancji (korzystamy tu z oczywistej relacji zachodzacej miedzy tymi pa-
rametrami).

Przyktad 5.5.

Na wylosowanej grupie 10 dzieci w wieku przedszkolnym przeprowa-
dzono test pamieci. Otrzymano nastepujacy rozkiad liczby zapamigtanych
przez nie elementéw: 15; 34; 45; 32; 18; 52; 25; 50; 40; 29. Zaktadajac, ze w
populacji generalnej rozktad liczby zapamietanych elementéw ma charakter
rozktadu normalnego oszacowac granice przedziatu ufnosci dla wariancji i
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odchylenia standardowego liczby zapamietanych elementéw przy poziomie
ufnosci 0,96

Rozwigzanie
Ze wzgledu na mata préobe korzystamy z podanej wyzej procedury po-
stepowania. Na podstawie uzyskanych wynikoéw z préby ustalamy w pierw-

szej kolejnosci srednia X, a nastepnie wariancje SZ(X) liczby zapamieta-
nych elementéw. Wartos¢ srednia wyniesie:

X = ﬂ =34 elementy
10

zas wariancja (wyznaczona wedtug wzoru dla szeregu szczegétowego):

s’(x) = 1464 _ 146,4
10

Dla przyjetego poziomu ufnosci z tablic rozktadu ;(2 odczytujemy:

- t, dla k=10-1=9 oraz # = 0,02 i otrzymujemy 19,679
- t, dla k=10-1=9 oraz % = 0,98 i wynosi ono 2,532.

Uzyskane wielkosci podstawiamy do formuty 5.7 i otrzymujemy:

10-146,4 2 10-146,4
<ot (x) <
19,679 2,532

74,39 < 0°(X) < 578,20 (elementow)>

Oszacowany przedziat o koncach 74,39 i 578,2 (elementéw)? zawiera
wariancje liczby zapamietanych elementéw dla wszystkich dzieci w wieku
przedszkolnym przy poziomie ufnosci 0,96.

Przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego liczby zapamietanych
elementoéw uzyskamy ustalajac pierwiastki kwadratowe z konicow oszaco-
wanego powyzej przedziatu. Otrzymujemy:

74,39 < 6(x) < |/578,2

8,6 < O'(X) < 24,0 elementy.
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Przedziat o koncach 8,6 i 24 elementy z prawdopodobienstwem 0,96
zawiera nieznane odchylenie standardowe liczby zapamietanych elementow
przez wszystkie dzieci w wieku przedszkolnym.

Model dla duzej proby

Model ten réwniez zaktada, ze populacja generalna ma rozkiad co naj-
mniej zblizony do normalnego. W odréznieniu od poprzedniego modelu lo-
sowana jest w tym przypadku duza préba (n > 30) i na jej podstawie usta-
lana jest wartos¢ odchylenia standardowego S(X) Zaktadany jest poziom

ufnosci & . Przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego populacji gene-
ralnej szacowany jest wedtug formuty:

s(x) s(x)

— <o\ X)) ———
L (x) Lt 5.8

gdzie: f, jest wartoscia statystyki odczytana z tablic dystrybuanty rozktadu

o
normalnego dla E

Korzystajac z relacji zachodzacej miedzy odchyleniem standardowym a
wariancja przedziat ufnosci dla wariancji populacji generalnej uzyskamy
ustalajac kwadraty koncéw przedziatu oszacowanego dla odchylenia stan-
dardowego.

Przyktad 5.6.

W badaniach dostepnosci pacjentéw do lekarzy - specjalistow na terenie
miasta ,,K” zebrano informacje dotyczace czasu ich oczekiwania na wizyte u
lekarza. Otrzymano dane ujete w ponizszej tablicy.

Tablica 5.3. Pacjenci wedtug czasu oczekiwania ( w dniach) na wi-
zyte u lekarza specjalisty w miescie ,,K”.

Czas oczekiwania w dniach Liczba pacjentow
0-5 20
5-15 30
15-30 25
Razem 75

Zrédio: Dane umowne

Zaktadajac poziom ufnosci 0,90 oszacowac metoda przedziatowa odchy-
lenie standardowe i wariancje czasu oczekiwania pacjentéw na wizyte u le-
karza specjalisty.
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Rozwigzanie

Z uwagi na duza prébe dla oszacowania przedziatu ufnosci dla odchyle-
nia standardowego i wariancji wykorzystamy formute 5.8. Na podstawie da-
nych zawartych w tablicy 5.3 obliczamy odchylenie standardowe S(X) czasu
oczekiwania z proby. Obliczenia pomocnicze zawarto w ponizszej tablicy ro-
boczej

Czas oczekiwania | Liczba pa- X N, % — X (x —X)2n
w dniach cjentow ' '
0-5 20 50 -9,7 1872,1
5-15 30 300 -2,2 145,2
15 - 30 25 562,5 10,3 2662,55
Razem 75 912,5 X 4679,85

Otrzymujemy X = % =12,2 dnia oraz S(X) = 1{% =7,9dnia.

Z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego odczytujemy wartosc staty-

. 0,90 . AR S
styki t, dla T: 0,45; jako wartos¢ najblizsza tej wielkosci przyjmijmy
0,4505, co oznacza przyjecie t, = 1,65. Na podstawie wzoru 5.8, w pierwszej

kolejnosci oszacujemy przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego. Be-
dzie on wynosit:

_ M )< —"1
1,65 L L5

NVAYE) 2:75

79 79
<o(x)<
1+013 1-013

1+

7,0<0(x) <91 dni

Przedziat liczbowy o koncach 7 i 9,1 dni z ufnoscia 0,90 pokrywa odchy-
lenie standardowe czasu oczekiwania na wizyte u lekarza specjalisty dla
wszystkich pacjentéw.

Przedziat ufnosci dla wariancji czasu oczekiwania otrzymamy ustalajac
kwadraty koncéw powyzszego przedziatu. Otrzymamy:

(7,0 < 62(x) < (91)°

49,0 < 0% (x) < 82,8 (dni)
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Przedziat liczbowy 49 - 82,8 (dni)2 z ufnoscia 0,90 zawiera wariancje
czasu oczekiwania na wizyte u lekarza specjalisty dla wszystkich pacjen-
tow.

5.3.6. Estymacja przedziatowa wspodtczynnika korelacji

Badanie wspétzaleznosci cech statystycznych odbywa sie najczesciej w
warunkach badan czesciowych, co oznacza, iz interpretacja uzyskanych
wynikéw odnosi sie do badanej préby. Zasadne jest w tej sytuacji postawie-
nie pytania: Jakie — wobec tego - natezenie i kierunek wspétzaleznosci wy-
stepuja pomiedzy badanymi zmiennymi w przypadku populacji generalnej?
Odpowiedzi na to pytanie udzielimy dokonujac oszacowania przedziatu uf-
nosci dla wspoétczynnika korelacji dla tej populaciji.

Zaklada sie, ze rozklad badanych cech (koniecznie liczbowych) w popu-
lacji generalnej ma rozktad w przyblizeniu normalny, a zwiazek miedzy nimi
jest prostoliniowy. Z populacji tej losowana jest duza prdéba (co najmniegj
kilkaset elementéw), a wyniki dla niej uzyskane ujmowane sa w formie ta-
blicy korelacyjnej. Dla tak ujetych wynikéw ustalane jest natezenie i kieru-
nek zaleznosci miedzy badanymi cechami za pomoca wspotczynnika korela-
cji liniowej Pearsona. Nastepnie przyjmowane jest zatozenie o wielkosci po-
ziomu ufnosci & . Przedziat ufnosci dla wspétczynnika korelacji szacowany
jest wedtug wzoru:

(P2 (P2
rP_tt.&<p<rP+tt.& 5.9

Jn Jn

gdzie: rf- wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona ustalony dla préby,
P (czytaj: ro) — wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona dla popula-
cji generalnej,
t, - wartos¢ statystyki odczytywana z tablic dystrybuanty rozktadu

o
normalnego dla E

Oszacowany przedziat z prawdopodobienstwem réwnym poziomowi uf-
nosci pokrywa nieznana wartosé wspoétczynnika korelacji dla populacji ge-
neralnej.

Przyktad 5.7.

W pewnym badaniu socjologicznym zebrano m. in. informacje dotyczace
wieku kobiet i mezczyzn wstepujacych w zwiazek matzenski. Dla wylosowa-
nych 200 par matzenskich stwierdzono, iz pomiedzy badanymi cechami wy-
stepuje zaleznos¢ mierzona wspotczynnikiem korelacji liniowej Pearsona
réwna + 0,75. Przy poziomie ufnosci 0,99 oszacowaé¢ metoda przedziatowa
wspotczynnik korelacji dla wieku wszystkich kobiet i mezczyzn zawieraja-
cych zwiazek malzenski.
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Rozwigzanie
Przedziat ufnosci dla wspétczynnika korelacji oszacujemy zgodnie z for-
mutq 5.9. Dla przyjetego wspétczynnika ufnosci z tablic rozktadu normal-

nego odczytujemy t, = 2,58.
Podstawiajac odpowiednie dane do wzoru otrzymujemy
1—(0,75)? 1-(0,75)°

v200 <200

0,75-0,08 < p < 0,75+ 0,08
0,67 < p<0,83

0,75-2,58- <p<0,75+258-

Przedziat liczbowy o koncach 0,67 i 0,83 z prawdopodobienstwem 0,99
zawiera wspotczynnik korelacji wieku kobiet i mezczyzn zawierajacych zwia-
zek matzenski.

5.4. WERYFIKACJA HIPOTEZ STATYSTYCZNYCH
5.4.1. Istota procedury hipotez statystycznych

Weryfikacja hipotez statystycznych stanowi druga metode wnioskowa-
nia statystycznego. Mianem hipotezy statystycznej okresla sie jakiekolwiek
przypuszczenie dotyczace rozktadu populacji generalnej. Dokonujac weryfi-
kacji postawionej hipotezy rozstrzygamy o jej stusznosci. Procedura weryfi-
kacji odbywa sie przy wykorzystaniu narzedzi statystycznych zwanych te-
stami. Szczegblnie miejsce wsroéd nich zajmuja testy istotnosci. Procedura
tego typu testéw pozwala, na podstawie wynikow uzyskanych z préby loso-
wej, na podjecie jednej z dwéch alternatywnych decyzji:

a) o odrzuceniu hipotezy sprawdzanej,
b) o stwierdzeniu braku podstaw do jej odrzucenia.

Praktycznie oznacza to, ze upowazniaja one do odrzucenia sprawdzanej
hipotezy, gdy jest ona falszywa, natomiast nie daja podstaw do stwierdze-
nia, ze postawiona hipoteza moze by¢ uznana za prawdziwa. Pierwsza z de-
cyzji ma charakter jednoznaczny, nalezy jednak zauwazy¢, iz jest ona po-
dejmowana jedynie w oparciu o wyniki uzyskane z préby. Zaktadac¢ wiec
nalezy mozliwos¢ podjecia decyzji blednej polegajacej na odrzuceniu hipote-
zy pomimo, ze jest ona prawdziwa (btad ten okreslany jest mianem biedu
pierwszego rodzaju). Prawdopodobienstwo popetnienia tego btedu okreslane
jest mianem poziomu istotnosci i bedziemy je oznaczali jako 1— & . Przyjmu-
je sie, ze jest to prawdopodobienstwo nie wieksze od 0,10, a jego wielkosc¢
jest ustalana przez prowadzacego badanie.

Algorytm postepowania w procedurze weryfikacji hipotez przy wykorzy-
staniu testu istotnosci mozna uja¢ w nastepujacych punktach:
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1) stawiamy hipoteze zerowa i konkurencyjna wobec niej hipoteze al-
ternatywna; w zaleznosci od postaci hipotezy alternatywnej wyko-
rzystywany jest test dwustronny badz jednostronny (prawo- lub le-
wostronny); nalezy tu dodac¢, ze w przypadku testu istotnosci hipo-
teza zerowa jest zawsze formutowana w postaci réwnosci,

2) arbitralnie przyjmujemy poziom istotnosci 1— o,

3) z populacji generalnej losowana jest proba statystyczna i na pod-
stawie wynikow z tej préby ustalana jest wartosé statystyki empi-
rycznej ty, .

4) dla przyjetego poziomu istotnosci — z odpowiednich tablic — odczyty-
wana jest wartos¢ statystyki teoretycznej t, okreslanej réwniez mia-

nem wartosci krytycznej,

5) poréwnujemy wartosci statystyki empirycznej i teoretycznej i w
przypadku:

a) testu dwustronnego;

- jesli ‘temp‘ =1, podejmujemy decyzje o odrzuceniu hipotezy zerowej,

- jesli ‘temp‘ <t, stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy

zerowej,
b) testu prawostronnego:

- jesli t,,, 21, podejmujemy decyzje o odrzuceniu hipotezy zerowej,

- jesli ty,, <t stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy

zerowej,
C) testu lewostronnego:

- jesli t,, < -1, podejmujemy decyzje o odrzuceniu hipotezy zero-

wej,
- jesli ty,, > -t stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy

Zerowej.

Procedura weryfikacji hipotez, a zwlaszcza ostatnia z wymienionych
czynnosci moze byc¢ réwniez zilustrowana graficznie. Wéwczas dla przyjetej
postaci hipotezy alternatywnej konstruowany jest tzw. obszar krytyczny od-
powiadajacy poziomowi istotnosci. llustruje to ponizszy rys.5.2.

W przypadku (a) mamy do czynienia z testem dwustronnym i odpowia-
dajacym mu potozeniem obszaru krytycznego. Przypadek (b) odpowiada te-
stowi prawostronnemu i takiemu réwniez potozeniu obszaru krytycznego,
zas przypadek (c) testowi lewostronnemu i odpowiedniemu potozeniu obsza-
ru krytycznego. Jesli ustalona na podstawie préby wartos¢ statystyki empi-
rycznej ,wpada” w obszar krytyczny wéwczas podejmowana jest decyzja o
odrzuceniu hipotezy zerowej, w przeciwnym przypadku brak jest podstaw
do jej odrzucenia.

Jakkolwiek podany wyzej algorytm postepowania ma charakter ogolny,
to jednak wymienione czynnosci sa charakterystyczne dla wszystkich nizej
omowionych przypadkoéw weryfikacji hipotez.
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Rys. 5.2

Relacje miedzy postacia hipotezy alternatywnej
a potozeniem obszaru krytycznego

4)
Lo -
2 \ 2
\ . )
-4 0 1,
b)
1 «
¢
0 lr
9]
1—c1
!
-1 0

Zrodio: Opracowanie wiasne
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5.4.2. Weryfikacja hipotezy dla wartosci sredniej

Celem postepowania jest sprawdzenie hipotezy dotyczacej wartosci
Sredniej w populacji generalnej. Przyjmuje sie zalozenie, ze populacja ta ma
charakter rozkltadu normalnego o nieznanej sredniej i odchyleniu standar-
dowym. W zaleznosci od wielkosci losowanej z tej populacji proby wyréznia
sie dwa modele postepowania.

Model dla matej proby

Kolejne czynnosci wykonujemy zgodnie z podanym wyzej algorytmem
postepowania.

1) stawiamy hipoteze zerowa o postaci:

H, 1 E(x) = Ey(x)
i jedna z nizej wymienionych hipotez alternatywnych:
a) H,: E(x)# E,(x)
b) H,: E(x)> E,(x)
c) H,: E(x)< Ey(x),
gdzie: E(X)—wartosé srednia dla populacji generalnej,
E,(X) - zatozona hipotetyczna wartosé srednia.
W przypadku uwzglednienia pierwszej wersji hipotezy alternatywnej po-

stepowanie bedzie sie odbywalo przy wykorzystaniu testu dwustronnego,
drugiej — testu prawostronnego, trzeciej — lewostronnego.

2) zaktadamy poziom istotnosci 1—«,

3) z populacji generalnej losujemy mata probe o liczebnosci N<30i na
podstawie uzyskanych z niej wynikéw wyznaczamy wartosc¢ srednia
X i odchylenie standardowe S(X) Parametry te wykorzystujemy do
wyznaczenia statystyki empirycznej zgodnie z wzorem:

t, = i"(x)m 5.10
e s(x)

4) z tablic rozktadu t Studenta odczytujemy wartosc¢ statystyki teore-
tycznej t, wedtug reguty:
-w przypadku testu dwustronnego: dla K=n-1 oraz poziomu
istotnosci 1—«,
- w przypadku testu jednostronnego: dla K =n-1 oraz 2:(1- o).

5) zgodnie z podanymi zasadami podejmujemy decyzje odnosnie
sprawdzanej hipotezy.

Przyktad 5.8.
Dokonujac analizy przestepczosci nieletnich dla wylosowanej préby
zgromadzono m. in. informacje dotyczace ich wieku. Uzyskano nastepujace
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dane (wiek w latach): 17; 16; 18; 15; 17; 19; 16; 15; 17; 14, 13; 15; 16; 14;
18. Zaktadajac, ze rozkitad wieku nieletnich przestepcéw ma charakter roz-
ktadu normalnego przy poziomie istotnosci 0,01 zweryfikowac hipoteze, iz
Sredni wiek dla catej ich populacji jest réwny 17 lat.

Rozwigzanie
Zgodnie z procedura stawiamy hipotezy o postaci:

H, : E(x)=17 lat
H,: E(x) 217 lat
W tresci zadania zatozono poziom istotnosci 1— & = 0,01. Na podstawie

wynikéw z proby ustalamy Srednig i odchylenie standardowe wieku nielet-
nich przestepcow:

Na podstawie ustalonych parametrow wyznaczamy wartosé¢ statystyki
empirycznej wedtug wzoru 5.10:

16 -17

= '4/15-1=-0,61-3,74 =- 2,28
163

Przy zatozonym poziomie istotnosci odczytujemy z tablic rozkiadu t
Studenta (tablica 2. w Aneksie) wartos¢ statystyki teoretycznej t, dla k = 15

- 1=14 oraz 1-— & = 0,01, poniewaz test ma charakter dwustronny. Wynosi

ona 2,977. Zachodzi zatem relacja

t ‘ <t,, co oznacza, ze nie ma podstaw
emp

do odrzucenia hipotezy zerowej. W tej sytuacji przy poziomie istotnosci 0,01
mozna twierdzié, ze $redni wiek nieletnich przestepcéw wynosi 17 lat.

Model dla duzej proéby.

Czynnosci wstepne oznaczone wyzej jako 1 i 2 sg identyczne jak w po-
przednim modelu. W dalszej kolejnosci z populacji generalnej losowana jest
duza proba o liczebnosci N> 30i na podstawie uzyskanych danych ustala-
na jest wartosé¢ srednia X i odchylenie standardowe S(X), a nastepnie war-
tosc¢ statystyki empirycznej wedtug wzoru:

temp :i‘)(x)\/ﬁ 511

s(x)



142

Zygmunt Bobowski

Dla przyjetego poziomu istotnosci z tablic dystrybuanty rozktadu nor-
malnego ustalana jest wartos¢ statystyki teoretycznej t, zgodnie z reguta:
) l-o
- w przypadku testu dwustronnego: t, odczytywane jest dla 0,5 —T,
- w przypadku testu jednostronnego: t, odczytujemy dla 0,5— (1— 0{).

Decyzja o odrzuceniu hipotezy zerowej badz stwierdzeniu braku pod-
staw do takiej decyzji podejmowana jest jak w podanym algorytmie.

Przyktad 5.9.

Zebrano informacje dla grupy kierowcow, ktérzy w okresie ostatnich 8
lat na terenie miasta ,,K” spowodowali wypadek drogowy znajdujac sie pod
wptywem alkoholu. Uzyskano nastepujace zestawienie:

Poziom alkoholu we krwi

. Liczba kierowcow
(w promilach)

0,40-1,0 15
1,0-1,6 120
1,6 -2,2 180
2,2-28 85

Zakladajac, ze badana populacja ma charakter rozktadu normalnego
przy poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowac¢ hipoteze, ze srednie stezenie al-
koholu we krwi w catej populacji nietrzezwych kierowcéw, ktérzy spowodo-
wali wypadek drogowy, jest wieksze od 2,3 promila.

Rozwigzanie
Stawiane hipotezy beda miaty postac:

H,:E(x)=23

H,:E(x)>23

Zatozony poziom istotnosci wynosi 0,05. Dla wyznaczenia wartosci sta-
tystyki empirycznej na podstawie uzyskanych danych ustalamy srednig Xi
odchylenie standardowe S(X) stezenia alkoholu we krwi kierowcéw. Obli-
czenia pomocnicze zawarto w tablicy roboczej.

Poziom alkoholu we Liczba ; . )2
krwi (w promilach) kierowcow % (% —x)"n
0,40-1,0 15 10,5 18,15
1,0-1,6 120 156,0 30,0
1,6-2,2 180 342,0 1,8
2,2-2,8 85 212,5 41,65
Razem 400 721 91,6
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Otrzymujemy:

X= E =1,80 promila
400

s(x) = 1/% = 0,48 promila

Statystyke empiryczng obliczamy wedtug wzoru 5.11:

1,80 — 2,30
= =290 [400 = -20,83
048

Z tablic rozktadu normalnego odczytujemy wartos¢ statystyki teoretycz-
nej t, dla 0,5—-0,05= 0,45 (test ma charakter prawostronny). Wynosi ona
1,65. Zachodzi relacja:

tep <1, @ wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipo-

tezy zerowej, ze Srednie stezenie alkoholu we krwi nietrzezwych kierowcow,
ktérzy spowodowali wypadek jest réwne 2,3 promila.

5.4.3. Weryfikacja hipotezy dla dwéch srednich

Test dla dwéch srednich dotyczy weryfikacji hipotezy o réwnosci sred-
nich w dwéch populacjach o rozktadzie normalnym. W zaleznosci od wiel-
kosci wylosowanych z tych populacji préb wyréznia sie dwa modele poste-
powania.

Model oparty na wynikach z dwéch matych préb.

Zaklada sie, ze rozktady obu populacji sg normalne o nieznanych war-
tosciach srednich i nieznanych, ale jednakowych odchyleniach standardo-
wych. Procedura weryfikacji odbywa sie wedtug nastepujacego schematu:

1) stawiana jest hipoteza zerowa o postaci H, : E (x) = E,(x)
i jedna z nizej podanych postaci hipotezy alternatywnej:
a) H, 1 E(x)# E,(x)
b) H, : E(x)> E,(x)
c) H,: E1(X)< Ez(x)
gdzie: E/(X) i E,(X) sa hipotetycznymi wartosciami srednimi dla pierw-
szej i drugiej populacji.
2) zaktadany jest poziom istotnosci 1—« ,
3) z obu populacji generalnych losujemy dwie mate préby o liczebno-

sciach N, i n,; na ich podstawie wyznaczamy wartosci srednie X i
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X, oraz wariancje 512 (X) i SZZ(X), a w dalszej kolejnosci wartosc sta-
tystyki empirycznej wedtug wzoru

X =X
\/ nﬁz(X)wszz(X)( 1.1 J 5.12

nl+n2_2 n n,

Dla przyjetego poziomu istotnosci z tablic rozktadu t Studenta odczytu-
jemy wartos¢ statystyki teoretycznej wedtug zasady:

a) dla testu dwustronnego: dla k = N, +n, —2 oraz poziomu istotnosci
l-o,
b) dla testu jednostronnego: dla K=n +n, —2 oraz 2:(1-a).

Decyzje dotyczaca sprawdzanej hipotezy podejmujemy zgodnie z poda-
nymi wskazéwkami ogélnymi.

Przykiad 5.10.

W badaniach absencji pracowniczej w pewnym przedsiebiorstwie w mie-
siacu lipcu zebrano informacje dla dwéch wylosowanych grup pracowni-
kéw. Dla grupy 10 kobiet uzyskano nastepujaca liczbe dni nieobecnosci w
pracy: O; 2; 3; 5; 7; 6; 8; 3; 5;1, natomiast dla préby 12 mezczyzn odpo-
wiednio: 0; 1; 2; 3; 2; 4, 3; 4; 7; 5; 6; 0. Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfi-
kowac hipoteze, ze srednia dni nieobecnosci w pracy kobiet jest wyzsza niz
mezczyzn.

Rozwigzanie
Zgodnie z podanym schematem postepowania na wstepie stawiamy hi-
potezy o postaci

Ho B () = E(X)

H, 1 E(X) > E,(X)
gdzie: subskryptem ,,1” oznaczono populacje kobiet, natomiast ,,2” populacje
mezczyzn.
Zaktadamy poziom istotnosci 1—«a = 0,05
Wartos¢ statystyki empirycznej wyznaczamy wedtug wzoru 5.12, co
wymaga wyznaczenia srednich i wariancji absencji dla obu proéb:

- dla kobiet: Z=%:4 dni i sf(x)=%=6,2 (dni)?
- dla mezczyzn: Yz=£=3,l dni i Szz(x)zw:4,58 (dni)2

12 12
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Podstawiajac uzyskane wielkosci do wzoru 5.12 uzyskujemy wartosc¢
statystyki empiryczne;j:

P 4,0-31 _ 09 09 _
T 1062+12458(1 1 \/116,92_0 g 103
10+12-2 (10 12 20

Z tablic rozktadu t Studenta odczytujemy wartosé¢ statystyki t, dla
k=10+12-2 =20 oraz 2*0,05 = 0,10 (z uwagi na fakt, ze wykorzystuje-
my test jednostronny) i otrzymujemy t, = 1,725.

Poniewaz zachodzi relacja temp <1, wobec tego przy poziomie istotnosci

0,05 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, ze srednia absencja
kobiet jest identyczna jak absencja mezczyzn.

Model oparty na wynikach z dwéch duzych prob

Przyjmuje sie, podobnie jak w poprzednim modelu, ze obie populacje
generalne posiadaja rozklad normalny o nieznanych wariancjach. Po po-
stawieniu hipotezy zerowej i alternatywnej i zatozeniu okreslonego poziomu

istotnosci 1— a z obu populacji generalnych losowane sa dwie duze proby o
liczebnosciach n, i n, >30. Na podstawie danych dla obu préb ustalamy
srednie arytmetyczne X i X, oraz wariancje SLZ(X) i SZZ(X). Parametry te
wykorzystujemy do wyznaczenia statystyki empirycznej wedtug wzoru

t — Z — i2
\/ 5°(9), °(x) 5.13
no o,

Wartos¢ statystyki teoretycznej t, odczytujemy z tablic dystrybuanty
rozktadu normalnego:

l-o
a) w przypadku testu dwustronnego - dla 0,5 —T,

b) w przypadku testu jednostronnego - dla 0,5— (1— 0{).
Koncowa czynnosé polegajaca na podjeciu odpowiedniej decyzji odno-
Snie hipotezy zerowej jest podejmowana zgodnie z wczeshiej podanymi za-
sadami.

Przykitad 5.11.

W badaniach efektywnosci szkolenia zawodowego pracownikéw bezpo-
srednio produkcyjnych w pewnym przedsiebiorstwie dla losowo wybranej
proby 60 pracownikéw dokonano pomiaru ich wydajnosci pracy
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(w szt./zmiane) przed i po przejsciu szkolenia. Uzyskano dane ujete w tabli-
cy 5.4.

Tablica 5.4. Pracownicy przedsiebiorstwa ,,Z” wedtug wydajnosci

pracy
Wydajnosé pracy w Liczba pracownikow
szt./zmiane przed szkoleniem po szkoleniu
10 - 14 28 5
14 - 18 18 20
18 - 22 12 25
22 - 26 2 10

Zrédio: Dane umowne

Zaktadajac, ze w catej populacji pracownikéw wydajnos¢ pracy ma roz-
ktad zblizony do normalnego przy poziomie istotnosci 0,01 zweryfikowac
hipoteze, iz szkolenie zawodowe istotnie zwieksza wydajnosc¢ pracy pracow-
nikow.

Rozwigzanie

Stawiane hipotezy beda miaty postac:

Ho  Ei(X) = B, (X)

H, : E(X) < E,(X); (subskryptem ,,1” oznaczono populacje przed odby-

ciem szkolenia, natomiast ,,2”- po jego odbyciu)

Przyjety poziom istotnosci 1—a wynosi 0,01. Wyznaczenie statystyki
empirycznej wymaga obliczenia dla obu sytuacji (przed i po odbyciu szkole-
nia) sredniej i wariancji wydajnosci pracy. Dokonamy tego w ponizszej ta-
blicy roboczej

Wydajnosé Liczba pra- . . 2
x:) cownikow XNy | XNy, (xi - )(1) ‘ny (X - X ) Ny,
Nai noi
10 - 14 28 5 336 60 286,72 224,45
14 - 18 18 20 288 320 11,52 145,8
18 - 22 12 25 240 500 276,48 42,25
22 - 26 2 10 48 240 163,68 280,9
Razem 60 60 912 1120 738,4 693,4
Otrzymujemy:
- 912 738,4
- przed odbyciem szkolenia: X, = 50 =15,2 szt., QZ(X) v =123 (szt.)2
- 1120 693,4
- po odbyciu szkolenia: X, = —— =18,7 szt.i S, ( )= ——— =116 (szt.)2

60 60
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Wartos¢ statystyki empirycznej ustalimy wedtug wzoru 5.13:

_ 152-187 _ -35 _
" es.us s
60 60

Wartosc¢ statystyki teoretycznej t, zostanie odczytana z tablic rozktadu
normalnego dla 0,5—0,01= 0,49 (test ma charakter jednostronny) i wynosi
ona 2,33.

Zachodzi relacja: temp < —t,, co oznacza, ze hipoteze zerowa nalezy od-

rzucic, czyli przy poziomie istotnosci 0,01 mozna twierdzic¢, ze szkolenie za-
wodowe istotnie wptywa na wzrost wydajnosci pracy

5.4.4. Weryfikacja hipotezy dla wskaznika struktury

Ten typ hipotezy odnosi sie najczesciej do przypadkéw badania popula-
cji generalnej ze wzgledu na ceche opisowa (por. réwniez estymacja prze-
dziatlowa wskaznika struktury). Wnioskowanie dotyczy wowczas gtéwnie jej
struktury. Zaklada sie, ze populacja ta ma rozktad dwupunktowy o para-
metrach p i q, gdzie p jest wskaznikiem struktury dla wyréznionych ele-

mentéw populacji. Stawiana jest hipoteza zerowa o postaci: H,: p=p,,
ktéra oznacza, ze wskaznik struktury w populacji przyjmie pewna hipote-
tyczna wartos¢ p,. Wobec niej stawiana moze by¢ jedna z trzech postaci
hipotezy alternatywnej:

a) Hip# p

b) H: p>p

c) Hip<p,.

Zaktadany jest poziom istotnosci 1—a . Z populacji losowana jest duza

proba o liczebnosci przekraczajacej 100 elementéw. Na podstawie wynikéw
z proby obliczana jest wartos¢ statystyki empirycznej wedtug wzoru:

top = —7—— 5.14

gdzie: Nn- liczebnosc¢ préby,
M- liczba wyréznionych elementéw w probie,
P, - hipotetyczny wskaznik struktury dla wyrdznionych elementow,

Qb =1-p,
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Statystyke teoretyczng odczytujemy z tablic dystrybuanty rozktadu nor-
malnego:

l-«o
a) w przypadku testu dwustronnego - dla 0,5 —T,
b) w przypadku testu jednostronnego - dla 0,5— (1— a).
Decyzje dotyczaca postawionej hipotezy podejmujemy zgodnie z ogol-
nymi zasadami.
Przyktad 5.12.

Wsrod mieszkancow pewnego miasta przeprowadzono badanie ankieto-
we dotyczace ulubionego sposobu spedzania wolnego czasu. Uzyskano dane
zawarte w ponizszym zestawieniu:

Sposoéb spedzania wolnego czasu Liczba odpowiedzi
Ogladanie telewizji, stuchanie radia 120
Czytanie prasy, ksiazek 60
Czynny wypoczynek (zajecia sportowe) 55
Sen 5

Przy poziomie istotnosci 0,10 zweryfikowac¢ hipoteze, ze odsetek oséb
czynnie spedzajacych wolny czas wynosi 0,30.

Rozwigzanie
Stawiamy hipotezy o postaci:

H,: p=0,30
H,:p=%=030

Przyjety poziom istotnosci wynosi 0,10.
Ustalamy wskaznik struktury dla czynnie wypoczywajacych w proébie:

m 55 . . ) ) )
—= T40 = 0,229 . Wielkos¢ te podstawiamy do wzoru 5.14 i otrzymujemy
n

0,229-030 —0,071

tarp = = =237
[0,30-0,70 0,030
240

Statystyke teoretyczna t, odczytujemy z tablic rozkladu normalnego dla

01 . .
0,5—? = 0,45 (test ma charakter dwustronny) i wynosi ona 1,65. Zacho-

dzi relacja ‘temp‘ >1,, co oznacza, ze hipoteze zerowa nalezy odrzucié, czyli
odsetek os6b czynnie wypoczywajacych jest rozny od 0,30 (tj. 30 %).
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5.4.5. Weryfikacja hipotezy dla wspo6tczynnika korelacji

Omawiany test stuzy weryfikacji hipotezy, ze miedzy dwiema cechami
populacji generalnej wystepuje niezaleznos¢ w sensie parametrycznym.
Przyjmuje sie zatozenie, ze rozktad badanych cech jest przynajmniej zblizo-
ny do normalnego. Stawiana jest hipoteza zerowa o postaci: HO p=0, za-
ktadajaca, ze pomiedzy badanymi zmiennymi w populacje generalnej wy-
stepuje niezaleznos¢ w sensie parametrycznym wobec jednej z ponizszych
wersji hipotezy alternatywnej:

a) H, : p #0 (wystepuje zaleznos¢ w sensie parametrycznym),

b) H, : p >0 (wystepuje zaleznosé o kierunku dodatnim),

c) H, : p <0 (wystepuje zaleznosc o kierunku ujemnym).

Kolejna czynnos¢ dotyczy zatozenia okreslonego poziomu istotnosci
1— ¢ . Nastepnie z populacji generalnej losowana jest mata préba. Na pod-
stawie uzyskanych dla niej wynikoéw przy pomocy wspoétczynnika korelacji
liniowej Pearsona rP (w wersji dla szeregdéw szczego6towych) ustalana jest
sita i kierunek zaleznosci miedzy badanymi cechami. Uzyskana wartosc¢
wspotczynnika wykorzystujemy dla wyznaczenia statystyki empirycznej we-
dtug wzoru:

lop = —=—==>"VN-2 5.15

Graniczng wartosc¢ statystyki teoretycznej odczytujemy z tablic rozkia-
du t Studenta:

a) w przypadku testu dwustronnego: dla K =n—2 oraz poziomu istot-

nosci 1—«a,

b) w przypadku testu jednostronnego: dla K =n—2 oraz 2-(1—a).

Decyzje dotyczaca prawdziwosci hipotezy zerowej podejmujemy zgodnie
z ogélnymi zasadami.

Nalezy podkresli¢, ze podana procedura moze by¢ wykorzystana jedynie
w warunkach stosowalnosci wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona, tzn.
obie cechy musza miec¢ charakter liczbowy, a zwiazek miedzy nimi prostoli-

niowy. W pozostatych przypadkach nalezy stosowac prezentowany dalej test
niezaleznosci.

Przykiad 5.13.

Dla losowej proby 20 maitzenstw zebrano informacje dotyczace wieku
wspoétmatzonkéw w momencie zawierania przez nich zwiazku maizenskiego
i przy pomocy wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona zbadano zaleznosé
ich wieku. Uzyskano r° =0,80. Zweryfikowa¢ hipoteze, ze istnieje istotna

dodatnia zaleznos¢ miedzy wiekiem kobiet i mezczyzn wstepujacych w zwia-
zek maitzenski. Przyjac¢ poziom istotnosci 0,01
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Rozwigzanie
Stawiamy hipotezy o postaci:

H, : p =0, tzn. miedzy badanymi cechami wystepuje niezaleznosc,
H, : p > 0 ,czyli miedzy badanymi cechami wystepuje zaleznos¢ dodatnia.

Zatozono poziom istotnosci 1— & = 0,01. Wartos¢ statystyki empirycznej
ustalamy wedtug wzoru 5.15:

L _ 080 0 72-565
1-(0,80)°

Statystyke teoretyczna odczytujemy z tablic rozktadu t Studenta dla
k=20-2=18oraz 2:0,01=0,02; otrzymujemy t, = 2,552 . Zachodzi rela-

cja: temp >1t,, co oznacza, ze przy poziomie istotnosci 0,01 mozna twierdzic,

iz wystepuje istotna dodatnia zaleznos¢ miedzy wiekiem osé6b zawierajacych
zwiazek matzenski.

5.4.6. Test niezaleznosci )(2 (chi-kwadrat)

Test ten stuzy weryfikacji hipotezy, ze dwie zmienne opisujace populacje
generalng sa niezalezne. Stawiana hipoteza zerowa ma postac:
H,: f; = f; - f, i zaklada niezaleznos¢ badanych zmiennych. Zauwazmy, iz
zostat w niej wykorzystany warunek niezaleznosci cech w sensie niepara-
metrycznym. Alternatywna wobec niej hipoteza zaklada wystepowanie za-
leznosci i ma postac: H, : f; # f;- f,. Z populacji generalnej losowana jest
duza préba, a wyniki dla niej uzyskane ujmowane sa w postaci tablicy ko-
relacyjnej o | wierszach i s kolumnach. Liczebnosé proby (przy uwzglednie-
niu liczby wariantéw obu cech) winna by¢ na tle duza, by kazde n; byto nie

mniejsze od 8. Zaktada sie poziom istotnosci 1— . Na podstawie tablicy
korelacyjnej wyznaczana jest wartos¢ statystyki empirycznej wedtug wzoru:

2
ty = Z (nii _NNf Tif’ fj) 516

i i

Wartos¢ statystyki teoretycznej t, odczytywana jest z tablic rozktadu
2% dla k=(I-1)-(s—1) oraz poziomu istotnosci 1—a . Gdy zachodzi rela-
cja temp 2 t, odrzucamy hipoteze zerowa o niezaleznosci cech w populacji ge-
neralnej; w przeciwnym przypadku wystepuje brak podstaw do jej odrzuce-
nia.
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Przykiad 5.14.

Dla losowej préby bezrobotnych zarejestrowanych w Powiatowym Urze-
dzie Pracy w ,K” zebrano informacje dotyczace ich poziomu wyksztatcenia
(X) oraz czasu pozostawania bez pracy (Y). Wyniki badania ujeto w poniz-
szej tablicy korelacyjnej.

Tablica 5.4. Bezrobotni zarejestrowani w Powiatowym Urzedzie
Pracy w ,,K” wedtug poziomu wyksztatcenia i czasu po-
zostawania bez pracy.

Czas pozo- Poziom wyksztalcenia
stawania bez
pracy w mie- | podstawowe s$rednie wyzsze N
sigcach
do 6 15 15 15 45
6-12 25 25 10 60
12-24 30 15 10 55
n; 70 55 35 160

Zrédto: Dane umowne

Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowac hipoteze o niezaleznosci czasu
pozostawania bez pracy od poziomu wyksztatcenia bezrobotnych.

Rozwigzanie
Stawiamy hipoteze zerowa o niezaleznosci czasu pozostawania bez pra-

cy od poziomu wyksztatcenia bezrobotnych o postaci H,: f; = f;- f, i hi-
poteze wobec niej alternatywna H, : fij = f fj zaktadajaca, ze taka zalez-

nos¢ wystepuje.

Statystyke empiryczna obliczamy w ponizszej tablicy roboczej zgodnie z
wzorem 5.16 wykonujac nastepujace dziatania (ich kolejnosé¢ ponumerowa-
Nno w pierwszym wierszu ponizszej tablicy roboczej):

1) przeksztatcenie rozktadéw brzegowych liczebnosci w rozktady cze-

stosci,

2) ustalenie iloczynéw czestosci brzegowych f;-f; dla kazdego pola

tablicy korelacyjnej,
3) okreslenie dla kazdego pola tablicy liczebnosci hipotetycznych po-

przez wyznaczenie iloczynéw N-f; - f,,

4) ustalenie dla kazdego pola tablicy wielkosci réznic liczebnosci empi-
rycznych i hipotetycznych , a nastepnie kwadratow tych roéznic
zgodnie z formuta (nij -N-f,- fj )2,

. L. (nij_N'fi'fj)z

5) okreslenie dla kazdego pola tablicy ilorazu N T , ana-

- f,

stepnie ich sumy.
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Czas pozosta- Poziom wyksztatcenia
wania bez pracy ] . . f,
w miesigcach podstawowe Srednie wyzsze
15 15 15
2) 0,123 0,097 0,061
do 6 3) 19,7 15,5 9,8 1) 0,281
4) 22,09 0,25 27,04
5)1,12 0,02 2,76
25 25 10
0,164 0,129 0,082
6-12 26,2 20,6 13,1 0,375
1,44 19,36 9,61
0,05 0,94 0,73
30 15 10
0,151 0,118 0,075
12-24 24,2 18,9 12 0,344
33,64 15,2 4
1,39 0,80 0,33
fj 0,438 0,344 0,218 1,00

Na podstawie wykonanych obliczen otrzymujemy zgodnie z wzorem 5.16
tep =112+0,02+2,76 +0,05+0,94+0,73+1,39+ 0,80+ 0,33 = 8,14.

Dla k=(3-1):(3-1) = 4 oraz 1-a = 0,05 z tablic rozktadu y* odczytuje-
my wartos¢ statystyki t = 9,488. Poniewaz zachodzi relacja i, <t,
stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, co oznacza, ze

przy poziomie istotnosci 0,05 mozna twierdzié¢, iz wystepuje niezaleznosé
czasu pozostawania bez pracy od poziomu wyksztatcenia bezrobotnych.

5.4.7. Test zgodnosci y° (chi-kwadrat)

Moze by¢ on wykorzystywany do weryfikacji hipotez dwojakiego rodzaju:

a) populacja posiada okreslony typ rozkiadu,

b) dwie wylosowane préby pochodza z populacji o takim samym roz-
ktadzie.

Rozwazania ograniczymy do pierwszego przypadku. Stawiana jest w tym

przypadku hipoteza zerowa, ze dystrybuanta empiryczna F(X), ustalana
na podstawie wynikéw z wylosowanej duzej proby, jest zgodna z dystrybu-
anta teoretycznag FO(X) okreslonego typu rozktadu; mozna to wyrazi¢ zapi-
sem: H,:F(x)=F,(x). Wobec tak sformutowanej hipotezy stawiana jest

hipoteza alternatywna: H, : F(x)# F,(X). Zgromadzony na podstawie wylo-

sowanej proby materiat statystyczny ujmowany jest w postaci szeregu roz-
dzielczego punktowego badz przedziatlowego. Liczebnosé¢ préby, przy
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uwzglednieniu liczby klas, winna by¢ tak dobrana, by liczebnosé¢ kazdej z
klas byta nie mniejsza niz 5. Nastepnie zaktada sie poziom istotnosci 1—« .
Wartos¢ statystyki empirycznej ustalana jest wedtug wzoru:

2

gdzie: N - oznacza liczebnos¢ i-tej klasy,

p, - prawdopodobienstwo teoretyczne, ze badana zmienna przyjmie

wartosci nalezace do i-tej klasy; prawdopodobienstwa te moga byc¢

odczytywane z tablic odpowiedniego rozktadu teoretycznego.
Analizujac powyzszy wzoér nalezy zauwazyé, iz ma w tym przypadku miej-
sce porownywanie szeregu liczebnosci empirycznych z oszacowanymi li-
czebnosciami hipotetycznymi (teoretycznymi). Statystyke teoretyczna t,

odczytujemy z tablic rozktadu > dla K=r -1 lub k=r -1 -1 (gdzie: r
— liczba klas w szeregu rozdzielczym, | - liczba szacowanych z proby para-
metréw) i poziomu istotnosci 1— & . Koncowa decyzje podejmujemy zgodnie
z 0gélnymi zasadami.

Przyktad 5.15.

W badaniach warunkoéw zycia mieszkancow pewnego miasta zebrano m.
in. informacje o wysokosci dochodéw przypadajacych na 1 cztonka gospo-
darstwa domowego. Dla losowej préby 200 gospodarstw uzyskano nastepu-
jace wyniki badan:

Dochéd na 1 osobe w zt Liczba gospodarstw
150 - 350 5
350 - 550 25
550 - 750 80
750 - 950 70
950 - 1150 15
1150 - 1350 5

Na poziomie istotnosci 0,01 zweryfikowac¢ hipoteze, ze rozkiad docho-
déw w gospodarstwach domowych ma charakter rozktadu normalnego.

Rozwigzanie

Stawiana jest hipoteza zerowa o postaci H, : F(X) = F,(x)zaktadajaca,
ze rozktad dochodéw ma charakter rozktadu normalnego i przeciwstawna
niej hipoteza alternatywna H, : F(x) # F,(X). Z uwagi na duza probe, war-

tosc¢ srednig i odchylenie standardowe dochodéw ustalone z préoby, mozemy
przyjac jako parametry rozktadu normalnego. Otrzymujemy:
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E(x) =X =209 _ 730 5
200

o(x)=s(x)= ‘/% =181,6 zt

W wyniku tych ustalen hipotetyczny rozktad normalny posiadatby pa-
rametry: N(730 zi; 181,6 zt). Dalsze obliczenia pomocnicze dla wyznaczenia
statystyki empirycznej zgodnie z wzorem 5.17 zostana wykonane w poniz-
szej tablicy roboczej, w ktérej:

- w kolumnie 1. poszczegélne przedziaty klasowe zastapiono ich gérny-

mi krancami,
- w kolumnie 2. podano liczebnosci empiryczne poszczegolnych klas,
-w kolumnie 3. dokonano standaryzacji gornych koncéw przedziatow

X — E(X)
o(x)

-w kolumnie 4. umieszczono wartosci dystrybuanty teoretycznej roz-
ktadu normalnego dla poszczegélnych t; odczytane z tablic rozktadu

klasowych wedtug formuty: t; =

normalnego,

- w kolumnie 5. na podstawie odczytanych wartosci dystrybuanty usta-
lono prawdopodobienstwa teoretyczne uzyskania dochodéw mieszcza-
cych sie w poszczegolnych przedziatach klasowych,

-w kolumnie 6. ustalono teoretyczne liczebnosci dla poszczegéinych
klas,

- w kolumnie 7. dokonano obliczenia statystyki empirycznej.

Dochéd | Liczba ,
na ospo- (x) = E(t n-N-n
1 osobe 3ar§tw t, Fa () = F(t) B N-p, ('N—p')
wzk(X) | (n) P
1 2 3 4 5 6 7
350 5 - 2,09 0,0183 0,0183 3,7 1,76
550 25 - 0,99 0,1611 0,1428 28,6 0,45
750 80 0,11 0,5438 0,3827 76,5 0,16
950 70 1,21 0,8869 0,3431 68,6 0,03
1150 15 2,31 0,9896 0,1027 20,5 1,48
1350 5 3,41 ~ 1,00 0,0104 2,1 4,00
Razem 200 X X 1,0000 X 7,88

Wartosc¢ statystyki empirycznej ty,, wynosi 7,88. Statystyke teoretyczna
t, odczytujemy z tablic rozktadu ;[2 dlak=6-2-1=3ipoziomu istot-
nosci 1-a = 0,01. Otrzymujemy t, = 11,345. Zachodzi relacja: terp <1,
wobec czego przy poziomie istotnosci 0,01lnie ma podstaw do odrzucenia
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hipotezy, ze rozkiad dochodéw na jedna osobe w gospodarstwach domo-
wych ma charakter rozktadu normalnego

5.4.8. Test zgodnosci Kotmogorowa

Ma on podobny charakter do wyzej omawianego testu. Zadaniem testu
Kotmogorowa jest weryfikacja hipotezy o zgodnosci rozktadu okreslonej po-
pulacji z rozktadem normalnym. Badanie zgodnosci odbywa sie poprzez po-
réwnywanie wartosci dystrybuanty empirycznej i dystrybuanty hipotetycz-
nej rozktadu normalnego. Test ten ma zastosowanie do zmiennych typu
ciagtego, dla innego typu zmiennych nalezy wykorzysta¢ podany wyzej test
zgodnosci y2.

Stawiana na wstepie hipoteza zerowa ma posta¢ H, : F(x)= F,(x),

gdzie dystrybuanta empiryczna F(x) ustalana na podstawie wynikéw z wylo-
sowanej duzej proby, zas F,(x) jest dystrybuanta teoretyczna rozktadu

normalnego. Zaklada ona, ze rozkiad badanej zmiennej w populacji gene-
ralnej jest zgodny z rozktadem normalnym. Wobec tak sformutowanej hipo-
tezy stawiana jest hipoteza alternatywna o postaci H, : F(x)# F,(x) o bra-
ku takiej zgodnosci. Z populacji generalnej losowana jest duza prdéba, a jej
wyniki ujmowane sa w szeregu rozdzielczym przedziatowym. Zalecane jest
tworzenie duzej liczby klas, gdyz daje to mozliwos¢ badania zgodnosci w
wielu punktach. Dla utworzonego szeregu wyznaczamy wartosci dystrybu-
anty empirycznej F(X). Tworzy je szereg czestosci skumulowanej. Duza
proba pozwala na przyjecie jej sredniej ()_() i odchylenia standardowego
[S(X)] jako parametrow rozktadu normalnego E(X)i O'(X). Z tablic dystry-
buanty rozkitadu normalnego dla gornych krancoéw poszczegdlnych prze-
dziatéw klasowych odczytujemy wartosci dystrybuanty hipotetycznej FO(X) .

W dalszej kolejnosci poréwnujemy parami wartosci obu dystrybuant i mak-
symalna réznica miedzy nimi stanowi podstawe do ustalenia statystyki em-
pirycznej zgodnie z wzorem:

tap = D/N 5.18

gdzie: D = max |F, (x)-Fy, (x)| oznacza maksymalna réznice odpowiadaja-

cych sobie wartosci dystrybuant empirycznej i teoretycznej,
N - liczebnos¢ wylosowanej proby.

Wartosé statystyki teoretycznej t, - przy zatozeniu poziomu istotnosci

1— a - odczytujemy z tablic granicznego rozktadu Kotmogorowa dla « . Je-

sli zachodzi relacja: i, =t hipoteze zerowa nalezy odrzuci¢, w przeciwnym

przypadku brak jest podstaw do jej odrzucenia, co oznacza wystepowanie
zgodnosci rozkladu badanej zmiennej w populacji generalnej z rozktadem
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normalnym. Nalezy réwniez dodac, ze istnieje odmiana tego testu pozwala-
jaca na weryfikacje hipotezy o zgodnosci rozktadéw dwoéch populacji okre-
slana mianem testu zgodnosci Kotmogorowa — Smirnowa.

Przyktad 5.16.

Na podstawie danych z przyktadu 5.15 - przy poziomie istotnosci 0,05 -
zweryfikowac hipoteze, ze rozktad dochodéw w catej populacji gospodarstw
domowych jest normaliny.

Rozwigzanie

Stawiane hipotezy maja posta¢ identyczna jak w przykiadzie 5.15, tj.
H,:F(x)=F,(x) i H,:F(x)#F,(x). Z uwagi na duza prébe - podobnie
jak poprzednio - srednig i odchylenie standardowe z préby mozemy przyjacé
jako parametry rozkiadu normalnego. Wobec tego hipotetyczny rozkiad
normalny posiada¢ bedzie parametry: N(730 z}; 181,6 zt). Dalsze obliczenia
pomocnicze dla wyznaczenia statystyki empirycznej zgodnie z wzorem 5.18
zostaty wykonane w ponizszej tablicy roboczej, w ktorej:

- w kolumnie 1.poszczegolne przedziaty klasowe zastapiono ich gérnymi

krancami,

- w kolumnie 2. podano liczebnosci empiryczne poszczegolnych klas,

-w kolumnie 3. dokonano standaryzacji gornych koncéw przedziatow
X, — E(X)

o(x)
-w kolumnie 4. umieszczono wartosci dystrybuanty teoretycznej roz-
ktadu normalnego dla poszczegélnych t; odczytane z tablic dystrybu-

anty rozktadu normalnego,

- w kolumnie 5. umieszczono wartosci dystrybuanty empirycznej odpo-
wiadajace czestosciom skumulowanym,

- w kolumnie 6. ustalono bezwzgledne odchylenia wartosci dystrybuant
empirycznej i teoretycznej.

klasowych wedtug formuty: t. =

Dochéd Liczba
na ospo-
1 osobe garstw t Fa()=F() | R (X) = cumf, |F0i -k (X)|
wzt (X ) (n;)

1 2 3 4 5 6
350 5 - 2,09 0,0183 0,025 0,0067
550 25 - 0,99 0,1611 0,15 0,0111
750 80 0,11 0,5438 0,55 0,0062
950 70 1,21 0,8869 0,90 0,0131
1150 15 2,31 0,9896 0,975 0,0146
1350 5 3,41 ~ 1,00 1,00 0

Razem 200 X X X X




WYBRANE METODY STATYSTYKI OPISOWEJ 157
I WNIOSKOWANIA STATYSTYCZNEGO

Na podstawie obliczen wykonanych w ostatniej kolumnie otrzymujemy
D = max|F, - F;(x)|= 0,0146. Podstawiajac te wartos¢ do wzoru 5.18 uzy-

skujemy: tep = 0,0146 /200 = 0,206 . Statystyke teoretyczna odczytujemy
z tablic granicznego rozkiadu Kotmogorowa (tablica 4 w Aneksie) dla
1-10,05 = 0,95 . Wynosi ona 1,36. Zachodzi relacja t,,, <t;, a wiec przy po-

ziomie istotnosci 0,05 mozna przyjaé, ze rozktad dochodéw w badanej po-
pulacji jest normalny.

5.4.9. Test serii

Ten rodzaj testu posiada szerokie zastosowanie w procedurach weryfi-
kacji hipotez statystycznych. Moze by¢ stosowany do weryfikacji hipotez:

a) o losowosci préby,

b) o liniowej postaci funkcji regresiji,

c) ze dwie populacje posiadajg ten sam typ rozkiadu.

Dalsze rozwazania ograniczymy do pierwszego przypadku, poniewaz wa-
runek losowosci préby jest podstawa metod wnioskowania statystycznego.
Serig okresla sie kazdy podciag kolejnych wyrazéw ciagu n- elementowego,
ktéry ma identyczne wartosci oraz ktory poprzedza, ewentualnie za ktérym
wystepuje inna wartosé niz w okreslonym podciagu. Jako szczeg6lny przy-
padek serii mozna przyjac¢ ciag elementéw pobieranych do préby. Test ten
jest szczegolnie zalecany, gdy elementy te sa pobierane w pewnych momen-
tach czasowych, a w miare uptywu czasu istnieje mozliwosé zmiany rozkia-
du populacji badz zmiany prawdopodobienstwa wylosowania kolejnych
elementow.

Populacja generalna moze mie¢ dowolny rozkiad. Pobierana jest z niej
proba liczaca n elementéw. Dla uzyskanych wynikéw z préby ujetych w sze-
regu szczegbtowym wyznaczamy wartos¢ mediany wedtug zasad poznanych
w rozdziale Il. Nastepnie w szeregu pierwotnym (nieuporzadkowanym) kaz-

demu wynikowi X spetniajacemu warunek X < Me(x) przypisujemy sym-
bol ,,a”, natomiast gdy X > Me(x) - symbol ,,b”. W ten sposéb pierwotny

ciag wyrazow X, X,,...., X, zostaje zastapiony ciagiem symboli ,a” i ,b”. W
ciagu tym ustalamy liczbe serii (podciagéw skitadajacych sie z jednakowych
symboli) oznaczang dalej jako k. Liczbe te nalezy traktowac jako statystyke
empiryczng. Statystyke teoretyczna (hipotetyczna liczbe serii) wyznaczamy z
tablic rozktadu serii okreslajac dwie wielkosci Kk, i K, w nastepujacy spo-
s6b:

-k, dlanin, oraz

- k, dla n, i n, oraz 1—1_Ta,

gdzie: N i N, odpowiadaja liczbie wystepujacych w ciagu symboli ,.a” i ,b”.
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Jesli spetniona jest relacja, ze:

k, <k <k, 5.20

wowczas nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o losowosci proby.
W przeciwnym przypadku hipoteze taka nalezy odrzucic.

Przyktad 5.17.

W badaniach wynikéw studiowania osiaganych przez studentéw pewnej
uczelni z ich populacji wylosowano préobe 25 studentéw, dla ktérej ustalono
nastepujace srednie z catego toku studiéw: 3,11; 4,05; 3,75; 3,33; 4,25;
3,15; 3,96; 4,02; 2,99; 3,28; 3,65; 4,12; 3,48; 3,73; 3,26; 2,87; 4,54, 3,24,
4,15; 3,66; 3,74, 4,28; 3,90; 3,45; 4,67. Na poziomie istotnosci 0,10 zweryfi-
kowacé hipoteze, ze dobér préby byt losowy.

Rozwigzanie
Dla uzyskanych wynikéw ustalamy wartosé mediany Me(x) zgodnie z

zasadami obowigzujacymi dla szeregéw szczegdétowych. W analizowanym
przypadku mediang jest trzynasta w kolejnosci ( po uprzednim uporzadko-
waniu) srednia i wynosi ona 3,73. Uzyskane wyniki zastepujemy symbola-

mi: gdy X < Me(x) przypisujemy symbol ,,a”, natomiast gdy X > Me(x) -
symbol ,,b”. W ten sposéb otrzymujemy nastepujacy ciag symboli:

abbababbaaabaaabababbbab,

w ktérym liczba serii k wynosi 16. Liczba elementéw ,,a” wynosi 12 i ele-
mentéw ,b” réwniez 12. Z tablic rozktadu liczby serii (tablica 5. w Aneksie)
odczytujemy:

- k, dla n=12i n,=12 oraz 0—;‘0=0,O5; wynosi ono 8

- k, dlan=12i n,=12 oraz 1—% =0,95; otrzymujemy 17

Zachodzi relacja k; < k <K, , co oznacza, ze dobor proby byt losowy.
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ANEKS

Tablica 1. Dystrybuanta rozktadu normalnego (dla 0,00<t < 310)

T

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0.8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0

0,00000(0,00399
0,03983|0,04380
0,07926|0,08317
0,11791|0,12172
0,15542|0,15910
0,19146|0,19497
0,22575|0,22907
0,25804|0,26115
0,28814|0,29103
0,31594|0,31859
0,34134|0,34375
0,36433|0,36650
0,38493|0,38686
0,40320|0,40490
0,41924|0,42073
0,43319|0,43448
0,44520|0,44630
0,45543|0,45637
0,46407|0,46485
0,47128|0,47193
0,47725|0,47778
0,48214|0,48257
0,48610|0,48645
0,48928|0,48956
0,49180|0,49202
0,49379|0,49396
0,49534|0,49547
0,49653|0,49664
0,49744|0,49752
0,49813|0,49819
0,49865|0,49873

0,00798
0,04776
0,08706
0,12552
0,16276
0,19847
0,23237
0,26424
0,29389
0,32121
0,34614
0,36864
0,38877
0,40658
0,42220
0,43574
0,44738
0,45728
0,46562
0,47257
0,47831
0,48300
0,48679
0,48983
0,49224
0,49413
0,49560
0,49674
0,49760
0,49825
0,049878

0,01197
0,05172
0,09095
0,12930
0,16640
0,20194
0,23565
0,26730
0,29673
0,32381
0,34849
0,37076
0,39065
0,40824
0,42364
0,43699
0,44845
0,45818
0,46638
0,47320
0,47882
0,48341
0,48713
0,49010
0,49245
0,49430
0,49573
0,49683
0,49767
0,49831
0,49882

0,01595
0,05567
0,09483
0,13307
0,17003
0,20540
0,23891
0,27035
0,29955
0,32639
0,35083
0,37286
0,39251
0,40988
0,42507
0,43822
0,44950
0,45907
0,46712
0,47381
0,47932
0,48382
0,48745
0,49036
0,49266
0,49446
0,49585
0,49693
0,49774
0,49836
0,49886

0,01994
0,05962
0,09871
0,13683
0,17364
0,20884
0,24215
0,27337
0,30234
0,32894
0,35314
0,37493
0,39435
0,41149
0,42647
0,43943
0,45053
0,45994
0,46784
0,47441
0,47982
0,48422
0,48778
0,49061
0,49286
0,49461
0,49598
0,49702
0,49781
0,49841
0,49889

0,02392
0,06356
0,10257
0,14058
0,17724
0,21226
0,24537
0,27637
0,30511
0,33147
0,35543
0,37698
0,39617
0,41308
0,42785
0,44062
0,45154
0,46080
0,46856
0,47500
0,48030
0,48461
0,48809
0,49086
0,49305
0,49477
0,49609
0,49711
0,49788
0,49846
0,49893

0,02790
0,06749
0,10642
0,14431
0,18082
0,21566
0,24857
0,27935
0,30785
0,33398
0,35769
0,37900
0,39796
0,41466
0,42922
0,44179
0,45254
0,46164
0,46926
0,47558
0,48077
0,48500
0,48840
0,49111
0,49324
0,49492
0,49621
0,49720
0,49795
0,49851
0,49896

0,03188
0,07142
0,11026
0,14803
0,18439
0,21904
0,25175
0,28230
0,31057
0,33646
0,35993
0,38100
0,39973
0,41621
0,43056
0,44295
0,45352
0,46246
0,46995
0,47615
0,48124
0,48537
0,48870
0,49134
0,49343
0,49506
0,49632
0,49728
0,49801
0,49856
0,49898

0,03586
0,07535
0,11409
0,15173
0,18793
0,22240
0,25490
0,28524
0,31327
0,33891
0,36214
0,38298
0,40147
0,41774
0,43189
0,44408
0,45449
0,46327
0,47062
0,47670
0,48169
0,48574
0,48899
0,49158
0,49361
0,49520
0,49643
0,49736
0,49807
0,49861
0,4990

1 —dla ujemnych wartosci t nalezy wykorzystywacé wlasnosé symetrii

malnego

rozktadu nor-
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Tablica 2. Rozktad t Studenta

5 l1-o

0,8 0,6 0,4 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,001
11| 0,325 | 0,727 | 1,376 | 3,078 | 6,314 12,706 31,821 63,656 636,578
2| 0,289 | 0,617 | 1,061 | 1,886 | 2,920 4,303 6,965 9,925 31,600
3| 0,277 | 0,584 | 0,978 | 1,638 | 2,353 3,182 4,541 5,841 12,924
4 | 0,271 | 0,569 | 0,941 | 1,533 | 2,132 2,776 3,747 4,604 8,610
5 | 0,267 | 0,559 | 0,920 | 1,476 | 2,015 2,571 3,365 4,032 6,869
6 | 0,265 | 0,553 | 0,906 | 1,440 | 1,943 2,447 3,143 3,707 5,959
7 | 0,263 | 0,549 | 0,896 | 1,415 | 1,895 2,365 2,998 3,499 5,408
8 | 0,262 | 0,546 | 0,889 | 1,397 | 1,860 2,306 2,896 3,355 5,041
9| 0,261 | 0,543 | 0,883 | 1,383 | 1,833 2,262 2,821 3,250 4,781
10| 0,260 | 0,542 | 0,879 1,372 | 1,812 2,228 2,764 3,169 4,587
11| 0,260 | 0,540 | 0,876 | 1,363 | 1,796 2,201 2,718 3,106 4,437
12| 0,259 | 0,539 | 0,873 | 1,356 | 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318
13| 0,259 | 0,538 | 0,870 | 1,350 | 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221
14| 0,258 | 0,537 | 0,868 | 1,345 | 1,761 2,145 2,624 2,977 4,140
15| 0,258 | 0,536 | 0,866 | 1,341 | 1,753 2,131 2,602 2,947 4,073
16| 0,258 | 0,535 | 0,865 | 1,337 | 1,746 2,120 2,583 2,921 4,015
17| 0,257 | 0,534 | 0,863 | 1,333 | 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965
18| 0,257 | 0,534 | 0,862 1,330 | 1,734 2,101 2,552 2,878 3,922
19| 0,257 | 0,533 | 0,861 | 1,328 | 1,729 2,093 2,539 2,861 3,883
20| 0,257 | 0,533 | 0,860 | 1,325 | 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850
21| 0,257 | 0,532 | 0,859 | 1,323 | 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819
22| 0,256 | 0,532 | 0,858 1,321 | 1,717 2,074 2,508 2,819 3,792
23| 0,256 | 0,532 | 0,858 | 1,319 | 1,714 2,069 2,500 2,807 3,768
24| 0,256 | 0,531 | 0,857 1,318 | 1,711 2,064 2,492 2,797 3,745
25| 0,256 | 0,531 | 0,856 | 1,316 | 1,708 2,060 2,485 2,787 3,725
26| 0,256 | 0,531 | 0,856 | 1,315 | 1,706 2,056 2,479 2,779 3,707
27| 0,256 | 0,531 | 0,855 | 1,314 | 1,703 2,052 2,473 2,771 3,689
28| 0,256 | 0,530 | 0,855 | 1,313 | 1,701 2,048 2,467 2,763 3,674
29| 0,256 | 0,530 | 0,854 | 1,311 | 1,699 2,045 2,462 2,756 3,660
30| 0,256 | 0,530 | 0,854 | 1,310 | 1,697 2,042 2,457 2,750 3,646
31| 0,256 | 0,530 | 0,853 | 1,309 | 1,696 2,040 2,453 2,744 3,633
32| 0,255 | 0,530 | 0,853 | 1,309 | 1,694 2,037 2,449 2,738 3,622
33| 0,255 | 0,530 | 0,853 | 1,308 | 1,692 2,035 2,445 2,733 3,611
34| 0,255 | 0,529 | 0,852 1,307 | 1,691 2,032 2,441 2,728 3,601
35| 0,255 | 0,529 | 0,852 | 1,306 | 1,690 2,030 2,438 2,724 3,591
36| 0,255 | 0,529 | 0,852 | 1,306 | 1,688 2,028 2,434 2,719 3,582
37| 0,255 | 0,529 | 0,851 | 1,305 | 1,687 2,026 2,431 2,715 3,574
38| 0,255 | 0,529 | 0,851 | 1,304 | 1,686 2,024 2,429 2,712 3,566
39| 0,255 | 0,529 | 0,851 | 1,304 | 1,685 2,023 2,426 2,708 3,558
40| 0,255 | 0,529 | 0,851 | 1,303 | 1,684 2,021 2,423 2,704 3,551
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Tablica 3. Rozktad y* (chi-kwadrat)
k 0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,70 | 0,50 | 0,30 | 0,20 | 0,20 | 0,05 | 0,02 | 0,01 |0O,001
1| 0,0002 | 0,0006 0,004 0,016 0,064 |0,148|0,455|1,074(1,642|2,706 | 3,841 |5,412 6,635 (10,827
2| 0,020 0,040 0,103 0,211 0,446 |0,713|1,386 (2,408 | 3,219 |4,605|5,991|7,824 (9,210 |13,815
3| 0,115 0,185 0,352 0,584 1,005 |1,424 2,366 |3,665 (4,642 |6,251|7,815|9,837 (11,345|16,266
4| 0,297 0,429 0,711 1,064 1,649 |(2,195|3,357(4,878|5,989|7,779|9,488 |11,668(13,277|18,466
5| 0,554 0,752 1,145 1,610 2,343 |3,000 (4,351 |6,064 (7,289 |9,236 (11,070|13,388|15,086|20,515
6| 0,872 1,134 1,635 2,204 3,070 |[3,828]5,348 (7,231 | 8,558 (10,645(12,592|15,033(16,812|22,457
7| 1,239 1,564 2,167 2,833 3,822 [4,671|6,346 | 8,383 |9,803 (12,017(14,067|16,622(18,475|24,321
8| 1,647 2,032 2,733 3,490 4,594 |5,527 (7,344 9,524 |11,030(13,362|15,507(18,168|20,090(26,124|
9| 2,088 2,532 3,325 4,168 5,380 |6,393 (8,343 |10,656(12,242|14,684(16,919|19,679|21,666|27,877
10| 2,558 3,059 3,940 4,865 6,179 |7,267 (9,342 (11,781|13,442|15,987(18,307|21,161(23,209|29,588
11| 3,053 3,609 4,575 5,578 6,989 |8,148|10,341(12,899|14,631|17,275(19,675|22,618(24,725|31,264
12| 3,571 4,178 5,226 6,304 7,807 |9,034 (11,340|14,011(15,812|18,549(21,026|24,054|26,217|32,909
13| 4,107 4,765 5,892 7,041 8,634 |9,926 (12,340|15,119(16,985|19,812(22,362|25,471|27,688|34,527
14| 4,660 5,368 6,571 7,790 9,467 (10,821|13,339(16,222|18,151|21,064(23,685|26,873(29,141|36,124
15| 5,229 5,985 7,261 8,547 10,307 (11,721|14,339|17,322(19,311|22,307(24,996|28,259(30,578|37,698
16| 5,812 6,614 7,962 9,312 11,152 [12,624(15,338|18,418(20,465|23,542(26,296|29,633|32,000(39,252
17| 6,408 7,255 8,672 10,085 | 12,002 [13,531(16,338|19,511(21,615|24,769(27,587|30,995|33,409|40,791
18| 7,015 7,906 9,390 10,865 | 12,857 |14,440(17,338|20,601|22,760(25,989|28,869(32,346|34,805(42,312
19| 7,633 8,567 10,117 | 11,651 | 13,716 |15,352(18,338|21,689|23,900(27,204|30,144(33,687|36,191(43,819
20| 8,260 9,237 10,851 | 12,443 | 14,578 |16,266|19,337(22,775|25,038(28,412|31,410|35,020(37,566|45,314
21| 8,897 9,915 11,591 | 13,240 | 15,445 (17,182|20,337(23,858|26,171(29,615|32,671|36,343|38,932|46,796
22| 9,542 10,600 | 12,338 | 14,041 | 16,314 |18,101(21,337|24,939|27,301(30,813|33,924(37,659|40,289|48,268
23| 10,196 | 11,293 | 13,091 | 14,848 | 17,187 |19,021(22,337|26,018(28,429|32,007(35,172|38,968(41,638|49,728
24| 10,856 | 11,992 | 13,848 | 15,659 | 18,062 |19,943|23,337|27,096|29,553(33,196|36,415(40,270|42,980(51,179
25| 11,524 | 12,697 | 14,611 | 16,473 | 18,940 |20,867|24,337|28,172|30,675|34,382|37,652(41,566|44,314(52,619
26| 12,198 | 13,409 | 15,379 | 17,292 | 19,820 |21,792|25,336|29,246(31,795|35,563(38,885|42,856(45,642|54,051
27| 12,878 | 14,125 | 16,151 | 18,114 | 20,703 |22,719|26,336|30,319(32,912|36,741(40,113|44,140|46,963|55,475
28| 13,565 | 14,847 | 16,928 | 18,939 | 21,588 |23,647(27,336|31,391|34,027(37,916|41,337(45,419|48,278(56,892
29| 14,256 | 15,574 | 17,708 | 19,768 | 22,475 |24,577|28,336|32,461|35,139(39,087|42,557(46,693|49,588(58,301
30| 14,953 | 16,306 | 18,493 | 20,599 | 23,364 |25,508(29,336|33,530(36,250|40,256(43,773|47,962(50,892|59,702
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Tablica 4. Rozktad graniczny Kotmogorowa

t o t o t o t o
1,01 | 0,740566 1,41 0,962486 1,81 0,997146 2.21 0,999886
1,02 | 0,750826 1,42 0,964552 1,82 0,997346 2,22 0,999896
1,03 | 0,760780 1,43 0,966516 1,83 0,997533 2,23 0,999904
1,04 | 0,770434 1,44 0,968382 1,84 0,997707 2,24 0,999912
1,05 | 0,779794 1,45 0,970158 1,85 0,997870 2,25 0,999920
1,06 | 0,788860 1,46 0,971846 1,86 0,998023 2,26 0,999926
1,07 | 0,797636 1,47 0,973448 1,87 0,998145 2,27 0,999934
1,08 | 0,806128 1,48 0,974970 1,88 0,998297 2,28 0,999940
1,09 | 0,814342 1,49 0,976412 1,89 0,998421 2,29 0,999944
1,10 | 0,822282 1,50 0,977782 1,90 0,998536 2,30 0,999949
1,11 | 0,829950 1,51 0,979080 1,91 0,998644 2,31 0,999954
1,12 | 0,837356 1,52 0,980310 1,92 0,998744 2,32 0,999958
1,13 | 0,844502 1,53 0,981476 1,93 0,998837 2,33 0,999962
1,14 | 0,851394 1,54 0,982578 1,94 0,998924 2,34 0,999965
1,15 | 0,858038 1,55 0,983622 1,95 0,999004 2,35 0,999968
1,16 | 0,864442 1,56 0,984610 1,96 0,999079 2,36 0,999970
1,17 {0,870612 1,57 0,985544 1,97 0,999149 2,37 0,999973
1,18 | 0,876548 1,58 0,986426 1,98 0,999213 2,38 0,999976
1,19 | 0,882258 1,59 0,987260 1,99 0,999273 2,39 0,999978
1,20 | 0,887750 1,60 0,988048 2,00 0,999329 2,40 0,999980
1,21 | 0,893030 1,61 0,988791 2,01 0,999380 2,41 0,999982
1,22 |0,898104 1,62 0,989492 2,02 0,999428 2,42 0,999984
1,23 [ 0,902972 1,63 0,990154 2,03 0,999474 2,43 0,999986
1,24 | 0,907648 1,64 0,990777 2,04 0,999516 2,44 0,999987
1,25 |0,912132 1,65 0,991364 2,05 0,999552 2,45 0,999988
1,26 | 0,916432 1,66 0,991917 2,06 0,999588 2,46 0,999989
1,27 | 0,920556 1,67 0,992928 2,07 0,999620 2,47 0,999990
1,28 | 0,924505 1,68 0,992928 2,08 0,999650 2,48 0,999991
1,29 | 0,928288 1,69 0,993389 2,09 0,999680 2,49 0,999992
1,30 | 0,931908 1,70 0,993828 2,10 0,999705 2,50 0,99993
1,13 | 0,935370 1,71 0,994230 2,11 0,999723 2.55 0,999995
1,32 | 0,938682 1,72 0,994612 2,12 0,999750 2,60 0,999974
1,33 | 0,941848 1,73 0,994972 2,13 0,999770 2,65 0,999998
1,34 | 0,944872 1,74 0,995309 2,14 0,999790 2,70 0,999999
1,35 | 0,947756 1,75 0,995625 2,15 0,999806 2,75 0,9999994
1,36 | 0,950512 1,76 0,995922 2,16 0,999822 2,80 0,9999997
1,37 | 0,953142 1,77 0,996200 2,17 0,999838 2,85 0,9999998
1,38 | 0,955650 1,78 0,996460 2,18 0,999852 2,90 0,9999999
1,39 [ 0,958040 1,79 0,996704 2,19 0,999864 2,95 0,99999994
1,40 | 0,960318 1,80 0,996932 2,20 0,999874 3,00 0,99999997
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Tablica 5. Rozklad serii

dla a = 0,05
n

", 21314 [5[6 [7 [8 [9 [10 [11 [12 [13 [14 |15 [16 [17 [18 [19 |20
2 |2
3 |2 |2
4 (2 [2 |2
5 2 |2 |2 |3
6 |2 |2 |3 |3 |3
7 |2 [2 [3 [3 |4 |4
8 |2 |2 |3 |3 |4 |4 |5
9 |2 |2 |3 |4 |4 |5 |5 |6
102 [3 |3 |4 |5 |5 |6 |6 |6
11 (2 [3 [3 |4 |5 |5 |6 |6 |7 |7
12 (2 [3 |4 |4 |5 |6 |6 |7 |7 |8 |8
13 (2 (3 |4 |4 |5 |6 |6 |7 |8 [8 |9 |9
14 (2 |3 |4 |5 |5 |6 |7 |7 |8 |8 |9 |9 |10
15 (2 [3 |4 |5 |6 |6 |7 |8 |8 |9 |9 |10 |10 |11
16 (2 |3 |4 |5 |6 |6 |7 |8 |8 |9 |10 |10 |11 |11 |11
17 (2 [3 |4 |5 |6 |7 |7 |8 |9 |9 |10 |10 |11 |11 |12 |12
18 (2 (3 |4 |5 |6 |7 |8 |8 |9 |10 |10 |11 |11 |12 |12 [13 |13
19 (2 [3 |4 |5 |6 |7 |8 |8 |9 |10 |10 |11 |12 |12 |13 |13 |14 |14
20 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |8 |9 |10 |11 |11 |12 |12 |13 |13 |14 |14 |15

dla o = 0,95

n

N, 273 Ta5 [6 [7 |8 |9 [10 |11 [12 |13 |14 |15 [16 |17 [18 |19 |20
2 |4
3 [5 |6
4 |5 |6 |7
5 |5 |7 |8 |8
6 |5 |7 |8 |9 |10
7 |5 |7 |8 |9 |10 |11
8 [5 |7 |9 |10 |11 |12 |12
9 [5 [7 |9 |10 |11 |12 [13 [13
10 |5 |7 |9 |10 |11 |12 |13 |14 |15
11 |5 |7 |9 |11 |12 |13 |14 |14 |15 |16
12 |5 |7 |9 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |16 |17
13 |5 |7 |9 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |17 |18
14 |5 |7 |9 |11 |12 |13 |15 |16 |16 |17 |18 |19 |19
15 |5 |7 |9 |11 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |18 |19 |20 |20
16 |5 |7 |9 |11 |13 |14 |15 |16 |17 |18 [19 |20 |20 |21 |22
17 |5 |7 |9 |11 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |21 |22 |23
18 |5 |7 |9 |11 |13 |14 |15 |17 |18 |19 |20 |20 |21 |22 |23 |23 |24
19 |5 |7 |9 |11 |13 |14 |15 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |22 |23 |24 |24 |25
20 |5 |7 |9 |11 |13 |14 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |24 |25 |26 |26
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